
 

 

Réponse : 

1) On a : 

pour tout 𝑛 ∈ ℕ ∶  𝑛2 ≥ 𝑛  et pour tout  𝑥 ∈ ]−1; 1[ ∶ 𝐿𝑛(𝑥) < 0 donc 𝑛2 𝐿𝑛(𝑥) ≤ 𝑛 𝐿𝑛(𝑥) et : 

𝑒𝑛2 𝐿𝑛(𝑥) ≤ 𝑒 𝑛 𝐿𝑛(𝑥) 

donc 

0 ≤ 𝑥𝑛2
≤ 𝑥𝑛 

Or la série géométrique de terme général 𝑥𝑛 converge donc par comparaison, la série de terme 

général 𝑥𝑛2
 converge. 

2) Considérons à𝑥 fixé la fonction définie sur [0; +∞[ par : 

𝑔(𝑡) = 𝑥𝑡2
= 𝑒𝑡2 𝐿𝑛(𝑥) 

Cette fonction est positive, décroissante et tend vers 0 en +∞. On a donc pour tout entier naturel 

𝑘 ≥ 2 : 

∫ 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡
𝑘+1

𝑘

≤ 𝑔(𝑘) ≤ ∫ 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡
𝑘

𝑘−1

 

∑ ∫ 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡
𝑘+1

𝑘

𝑛

𝑘=1

≤ ∑ 𝑔(𝑘)

𝑛

𝑘=1

≤ ∑ ∫ 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡
𝑘

𝑘−1

𝑛

𝑘=1

 

Donc : 

∫ 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡
𝑛+1

1

≤ ∑ 𝑔(𝑘)

𝑛

𝑘=1

≤ ∫ 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡
𝑛

0

 

∫ 𝑒𝑡2 𝐿𝑛(𝑥) 𝑑𝑡
𝑛+1

1

≤ ∑ 𝑥𝑘2

𝑛

𝑘=1

≤ 𝑥 + ∫ 𝑒𝑡2 𝐿𝑛(𝑥) 𝑑𝑡
𝑛

0

 

Et en faisant tendre 𝑛 vers l’infini : 



∫ 𝑒𝑡2 𝐿𝑛(𝑥) 𝑑𝑡
+∞

1

≤ ∑ 𝑥𝑘2

+∞

𝑘=1

≤ 𝑥 + ∫ 𝑒𝑡2 𝐿𝑛(𝑥) 𝑑𝑡
+∞

0

 

 

Faisons pour les intégrales le changement de variable : 𝑢 = 𝑡 √−𝐿𝑛(𝑥) , 𝑑𝑢 = 𝑑𝑡 √−𝐿𝑛(𝑥) alors : 

1

√−𝐿𝑛(𝑥)
∫ 𝑒−𝑢2

 𝑑𝑢
+∞

√−𝐿𝑛(𝑥)

≤ ∑ 𝑥𝑘2

+∞

𝑘=1

≤ 𝑥 +
1

√−𝐿𝑛(𝑥)
∫ 𝑒−𝑢2

 𝑑𝑢
+∞

0

 

On rappelle que : 

∫ 𝑒−𝑢2
 𝑑𝑢

+∞

0

=
√𝜋

2
 

Donc : 

∫ 𝑒−𝑢2
 𝑑𝑢

+∞

√−𝐿𝑛(𝑥)

≤ √−𝐿𝑛(𝑥) ∑ 𝑥𝑘2

𝑛

𝑘=1

≤
√𝜋

2
 

Or : 

lim
𝑥→

𝜋
2

∫ 𝑒−𝑢2
 𝑑𝑢

+∞

√−𝐿𝑛(𝑥)

= ∫ 𝑒 =−𝑢2
 𝑑𝑢

+∞

0

=
√𝜋

2
 

Donc en 𝑥 = 1−: 

√−𝐿𝑛(𝑥) ∑ 𝑥𝑘2

+∞

𝑘=1

~
√𝜋

2
 

Et finalement : 

∑ 𝑥𝑘2

+∞

𝑘=1

~
√𝜋

2 √−𝐿𝑛(𝑥)
 


