On considére une chaine de charges électriques et on impose un déplacement dans le
sens vertical a une des charges.

Déterminer la célérité des ondes générées.
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Réponse :

Modélisation du probléeme :

Munissons les axes d’un repére (0,7,]) orthonormé, O étant le centre au repos de la charge a
laquelle on impose le mouvement. Numérotons les charges de méme masse m dans le sens des
x croissants. Désignons par M,,(x,, y,) la position instantanée de la charge de numéro n. Alors
ona:

Xp=na

My Mpyq = (Xps1 — Xp) T+ n+1 — Yn)]_) =al+ On+1 — Yn)]_)
My My g =—=a T+ Ypo1—¥)J
Dans 'hypothése des petites perturbations, y,, < a pourtoutn,ona:
Mn Mn+1 ~ Mn Mn—l ~a
Calcul de la résultante des forces sur une charge :

La charge n, pour n > 0, est alors soumise aux forces électrostatiques créées par ses plus
proches voisines, les chargesn — 1etn + 1,00 gy, Gn—1 = qn Gn+1 = —q°, les autres interactions
étant négligées :

" KqnQnirn — Kq° Kq*
Fotion = _m My, Myyq = a3 My, Myyq = 3 (@T+ Wns1 =) 1)
et de facon analogue :
. K n qn-1 K q* K q* .,
Fy1on = T O M,_)? Mp M-y ® —3= Mp Mp—q = —3 (—a T+ On-1=y)

ou on aposé:

41eg

Donc la résultante des forces extérieures a cette charge est :



L. L K ¢* R
o =Foyion T Fpoion = ?()@Hl +Yn-1—2Y)J

Principe fondamental de la dynamique :

La résultante des forces étant, au premier ordre, colinéaire éf, le mouvement des charges se fait
dans la direction verticale et Uaccélération de la charge n est :

an = Yn]
La deuxieme loi de Newton s’écrit alors :

-

E,=ma,

Soit :

2
. q
myn = ?(}’n+1 + Yno1—2Yn)

Recherche des solutions de base : les ondes propagatives sinusoidales :
Par symétrie, on se limitera a chercher les ondes se propageant dans le sens des x croissants.

Ces ondes sont de laforme :

Yo =4 cos(kx, —wt)

et la vitesse de phase v, et la vitesse de groupe v, sont :

W dw
o=k YTk
Et la longueur d’onde :
1= 2m
k

Premiére méthode : sans utiliser les complexes mais la plus longue !
Vn = —w? Yn
Yns1 =A cos(k xpq —wt) =A cos(k (x, +a) —wt)
Vn-1 =A cos(kxp_1—wt)=A cos(k (x,—a) —wt)

Or, on rappelle Uidentité trigonométrique :

cos(a) + cos(B) = 2 cos (“ ; ﬁ) cos (a -; ﬁ)

Ainsi:
Vna1 + Vn-1 = A X 2cos(ka) cos(kx, —wt)=2cos(ka)y,

La deuxiéme loi de Newton s’écrit alors :

K ¢*
-mw?y, = — (2 cos(ka) —2) y,




Soit :

2 _ 2Kq qu 2<ka)
sin“|—
2
Finalement:
K g2 2 sin
k29
ma a
Et:
ka
W quSln(T) K q? ka
Yo =%~ lma ka &= Y97 macos<7)
2

Ces vitesses dépendent du nombre d’onde k mais si la longueur d’onde 4 est trés grande devant

k . . .
a alorsTa « 1 eton peut faire lapproximation :

,(ka) ka (ka) 1
sin|— )=, cos|— |~

auquel cas v, et v, ne dépendent plusdek :

Conclusion:

Toutes les ondes propagatives sinusoidales de longueur d’onde grande devant la distance
inter charges se propagent a une méme vitesse.

c est aussi la borne supérieure de la vitesse de groupe pour tout nombre d’onde k

Deuxiéme méthode : utilisant les complexes et plus rapide !
On introduit une fonction complexe du temps :

V= A ei(kxn—w t)

Et on cherche une solution complexe de cette forme a la deuxieme loi de Newton :

Yo = —w? Y

Vi1 = A ei(k(xn+a)—a) t) — elka Vn

Y1 =A ei(k(xn—a)—w t) — e—ikay_n

Ynt1 + ¥no1 = (¥ +e7H%) y, = 2 cos(k @) yn

Reporté dans la deuxieme loi de Newton, on obtient :




2, K4
-mo y_nz?(Zcos(ka)—Z)y_n

Et en simplifiant, on retrouve la méme équation que précédemment. Et la partie réelle de y,

donne les solutions y, telles que définies dans la premiere méthode.
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  x


    y  n = A     c o s  ( k     x  n − 𝜔   t )


    v  𝜑


    v  g
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      y  n ¨ = −   𝜔 2     y  n


    y  n + 1 = A     c o s  ( k     x  n + 1 − 𝜔   t ) = A     c o s  ( k   (   x  n + a ) − 𝜔   t )
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  𝒄


  𝒌


      y  n _ = A     e  i    ( k     x  n − 𝜔   t )


        y  n _ ¨ = −   𝜔 2       y  n _


      y  n + 1 _ = A     e  i    ( k (     x  n + a ) − 𝜔   t ) =   e  i   k   a       y  n _


      y  n + 1 _ = A     e  i    ( k (     x  n + a ) − 𝜔   t ) =   e  i   k   a       y  n _


      y  n − 1 _ = A     e  i    ( k (     x  n − a ) − 𝜔   t ) =   e  − i   k   a       y  n _


      y  n − 1 _ = A     e  i    ( k (     x  n − a ) − 𝜔   t ) =   e  − i   k   a       y  n _
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