
 

 

 

 

  



 

 

 

 



Réponses : 

Question 1 : 

Ω⃗⃗ (𝒮/ℛ) = 𝜃̇ 𝑧 = 𝜔 𝑧  

  v⃗ (𝐺/ℛ) = Ω⃗⃗ (𝒮/ℛ) ∧ 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝜔 𝑧  ∧ 𝑎 𝑢⃗ = 𝑎 𝜔 𝑣  

Question 2 : 

p⃗ (𝒮/ℛ) = 𝑀 v⃗ (𝐺/ℛ) = 𝑀 𝑎 𝜔 𝑣   

Posons : 

σ⃗⃗ (𝑂; 𝒮/ℛ) = σ𝑢  𝑢⃗ + σ𝑣  𝑣 + σ𝑧  𝑧  

Alors : 

(

σ𝑢
σ𝑣
σ𝑧
) = (

𝐴 −𝐹 −𝐸
−𝐹 𝐵 −𝐷
−𝐸 −𝐷 𝐶

) (
0
0
𝜔
) = (

− E 𝜔
− D 𝜔
𝐶 𝜔

) 

Donc : 

σ⃗⃗ (𝑂; 𝒮/ℛ) =  𝜔 (− E 𝑢⃗ + D 𝑣 + C 𝑧 ) 

Question 3 : 

Résultante du torseur dynamique 

𝑑p⃗ (𝒮/ℛ)

𝑑𝑡
= 𝑀 𝑎 ( 

𝑑𝜔

𝑑𝑡
 𝑣 + 𝜔 

𝑑𝑣 

𝑑𝑡
) = 𝑀 𝑎 ( 

𝑑𝜔

𝑑𝑡
 𝑣 + 𝜔 Ω⃗⃗ (𝒮/ℛ) ∧ 𝑣 ) 

𝑑p⃗ (𝒮/ℛ)

𝑑𝑡
= 𝑀 𝑎 ( 

𝑑𝜔

𝑑𝑡
 𝑣 − 𝜔2 𝑢⃗ ) 

Moment dynamique : 

Γ (𝑂; 𝒮/ℛ) =
𝑑σ⃗⃗ (𝑂; 𝒮/ℛ)

𝑑𝑡
=
𝑑𝜔

𝑑𝑡
 (− E 𝑢⃗ + D 𝑣 + C 𝑧 ) + Ω⃗⃗ (𝒮/ℛ) ∧ (− E 𝑢⃗ + D 𝑣 + C 𝑧 ) 

Γ (𝑂; 𝒮/ℛ) =
𝑑𝜔

𝑑𝑡
 (− E 𝑢⃗ + D 𝑣 + C 𝑧 ) + 𝜔2 (− E 𝑣 − D 𝑢⃗ ) 

Question 4 : 

Le torseur dynamique étant égal au torseur des forces extérieures appliquées au système 𝒮 lui-

même égal à l’opposé du torseur des efforts appliqués par le système 𝒮 sur l’arbre, pour que le 

système 𝒮 n’ait pas aucune action sur l’arbre quand la vitesse de rotation est constante il faut et il 

suffit que le torseur dynamique soit nul c’est-à-dire : 

𝑑p⃗ (𝒮/ℛ)

𝑑𝑡
= 0⃗  

Γ (𝑂; 𝒮/ℛ) = 0⃗  

Or si 𝑎 ≠ 0, ce qui revient à dire que le centre de gravité de 𝒮 n’est pas sur l’axe, on a, à vitesse de 

rotation constante : 



𝑑p⃗ (𝒮/ℛ)

𝑑𝑡
= −𝑀 𝑎 𝜔2 𝑢⃗ ≠ 0⃗  

L’axe de rotation est donc soumis à une force résultante non nulle exercée par 𝒮 

Il convient donc d’équilibrer la roue en ajoutant au moins une masselotte afin de ramener le centre 

de gravité sur l’axe. 

Question 5 : 

p⃗ (𝑚/ℛ) = 𝑚 v⃗ (𝑀/ℛ) = 𝑚 Ω⃗⃗ (𝒮/ℛ) ∧ 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =  𝑚 𝜔 𝑧 ∧ (𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝛼) 𝑢⃗ + 𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝛼) 𝑣 + 𝑙 𝑧 ) 

p⃗ (𝑚/ℛ) =  𝑚 𝜔 𝑟 (−𝑠𝑖𝑛(𝛼) 𝑢⃗ + 𝑐𝑜𝑠(𝛼) 𝑣 ) = 𝑚 𝜔 𝑟 𝑗   

 

σ⃗⃗ (𝑂;𝑚/ℛ) = 𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ∧ p⃗ (𝑚/ℛ) 

(
𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝛼)

𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝛼)
𝑙

) ∧ 𝑚 𝜔 𝑟 (
−𝑠𝑖𝑛(𝛼)

𝑐𝑜𝑠(𝛼)
0

) = 𝑚 𝜔 𝑟 (
−𝑙 𝑐𝑜𝑠(𝛼) 

−𝑙 𝑠𝑖𝑛(𝛼)
𝑟

) 

 

σ⃗⃗ (𝑂;𝑚/ℛ) = 𝑚 𝜔 𝑟 (−𝑙 𝑐𝑜𝑠(𝛼) 𝑢⃗ − 𝑙 𝑠𝑖𝑛(𝛼) 𝑣 + 𝑟 𝑧  ) = 𝑚 𝜔 𝑟 (− 𝑙 𝑖 + 𝑟 𝑧 ) 

 

Résultante dynamique à 𝜔 constant : 

𝑑p⃗ (𝑚/ℛ)

𝑑𝑡
= 𝜔 𝑧 ∧ 𝑚 𝜔 𝑟 (𝑐𝑜𝑠(𝛼) 𝑣 − 𝑠𝑖𝑛(𝛼) 𝑢⃗ ) = 𝑚 𝜔2 𝑟 (−𝑐𝑜𝑠(𝛼) 𝑢⃗ − 𝑠𝑖𝑛(𝛼) 𝑣 ) 

𝑑p⃗ (𝑚/ℛ)

𝑑𝑡
= −𝑚 𝜔2 𝑟 (𝑐𝑜𝑠(𝛼) 𝑢⃗ + 𝑠𝑖𝑛(𝛼) 𝑣 ) 

Moment dynamique : 

Γ (𝑂;𝑚/ℛ) =
𝑑σ⃗⃗ (𝑂;𝑚/ℛ)

𝑑𝑡
= 𝑚 𝜔2 𝑟 (−𝑙 𝑐𝑜𝑠(𝛼) 𝑣 + 𝑙 𝑠𝑖𝑛(𝛼) 𝑢⃗ ) 

Γ (𝑂;𝑚/ℛ) = −𝑚 𝜔2 𝑟 𝑙 (−𝑠𝑖𝑛(𝛼) 𝑢⃗ + 𝑐𝑜𝑠(𝛼) 𝑣 ) = −𝑚 𝜔2 𝑟 𝑙 𝑗    

 

Question 6 : Pour le système {𝒮 + 𝑚} 

 

Résultante dynamique : 

𝑑p⃗ (𝑚 + 𝒮/ℛ)

𝑑𝑡
=
𝑑p⃗ (𝒮/ℛ)

𝑑𝑡
+
𝑑p⃗ (𝑚/ℛ)

𝑑𝑡
= −𝑀 𝑎 𝜔2 𝑢⃗ − 𝑚 𝜔2 𝑟 (𝑐𝑜𝑠(𝛼) 𝑢⃗ + 𝑠𝑖𝑛(𝛼) 𝑣 ) 

𝑑p⃗ (𝑚 + 𝒮/ℛ)

𝑑𝑡
= −𝜔2  ((𝑀 𝑎 + 𝑚 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝛼)) 𝑢⃗ + 𝑚 𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝛼) 𝑣 ) 

 



Moment dynamique : 

Γ (𝑂;𝑚 + 𝒮/ℛ) = Γ (𝑂; 𝒮/ℛ) + Γ (𝑂;𝑚/ℛ) 

Γ (𝑂;𝑚 + 𝒮/ℛ) = 𝜔2 (− E 𝑣 − D 𝑢⃗ ) − 𝑚 𝜔2 𝑟 𝑙 (−𝑠𝑖𝑛(𝛼) 𝑢⃗ + 𝑐𝑜𝑠(𝛼) 𝑣 ) 

Γ (𝑂;𝑚 + 𝒮/ℛ) = 𝜔2((𝑚 𝑟 𝑙 𝑠𝑖𝑛(𝛼) − 𝐷) 𝑢⃗ − (𝑚 𝑟 𝑙 𝑐𝑜𝑠(𝛼) + 𝐸) 𝑣   ) 

 

Une condition pour que le système soit équilibré est que : 

𝑑p⃗ (𝑚 + 𝒮/ℛ)

𝑑𝑡
= 0⃗  

Cela impose 

{
𝑚 𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝛼) = 0

𝑀 𝑎 +𝑚 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝛼) = 0
 

Comme 𝑚 doit être positive, cela impose donc : 

{
𝛼 = 𝜋

𝑀 𝑎 −𝑚 𝑟 = 0
 

Mais dans ce cas : 

Γ (𝑂;𝑚 + 𝒮/ℛ) = 𝜔2 (−𝐷 𝑢⃗ − (−𝑚 𝑟 𝑙 + 𝐸) 𝑣   ) 

Pour que le système soit équilibré il faudrait donc avoir : 

𝐷 = 0;   𝑚 =
𝐸

𝑟 𝑙
=
𝑀 𝑎

𝑟
 

Il y a donc très peu de chances que ce soit possible. 

 

Question 7 : Pour le système {𝒮 + 𝑚1 +𝑚2} 

 

Résultante dynamique : 

𝑑p⃗ (𝒮 + 𝑚1 +𝑚2/ℛ)

𝑑𝑡
=
𝑑p⃗ (𝒮/ℛ)

𝑑𝑡
+
𝑑p⃗ (𝑚1/ℛ)

𝑑𝑡
+
𝑑p⃗ (𝑚2/ℛ)

𝑑𝑡
 

𝑑p⃗ (𝒮 +𝑚1 +𝑚2/ℛ)

𝑑𝑡
= 

−𝜔2  ((𝑀 𝑎 + 𝑟 (𝑚1 𝑐𝑜𝑠(𝛼1) + 𝑚2 𝑐𝑜𝑠(𝛼2))) 𝑢⃗ + 𝑟 (𝑚1 𝑠𝑖𝑛(𝛼1) + 𝑚2 𝑠𝑖𝑛(𝛼2)) 𝑣 ) 

 

Moment dynamique : 

Γ (𝑂; 𝒮 + 𝑚1 +𝑚2/ℛ) = Γ (𝑂; 𝒮/ℛ) + Γ (𝑂;𝑚1/ℛ) + +Γ (𝑂;𝑚2/ℛ) 

Γ (𝑂; 𝒮 +𝑚1 +𝑚2/ℛ) = 



𝜔2 (− E 𝑣 − D 𝑢⃗ ) − 𝑚1 𝜔
2 𝑟 𝑙 (−𝑠𝑖𝑛(𝛼1) 𝑢⃗ + 𝑐𝑜𝑠(𝛼1) 𝑣 ) + 𝑚2 𝜔

2 𝑟 𝑙 (−𝑠𝑖𝑛(𝛼2) 𝑢⃗ + 𝑐𝑜𝑠(𝛼2) 𝑣 ) 

 

Γ (𝑂; 𝒮 +𝑚1 +𝑚2/ℛ) = 

𝜔2 ((𝑟 𝑙 (𝑚1 𝑠𝑖𝑛(𝛼1) − 𝑚2 𝑠𝑖𝑛(𝛼2)) − 𝐷) 𝑢⃗ − (𝑟 𝑙 (𝑚1 𝑐𝑜𝑠(𝛼1) − 𝑚2 𝑐𝑜𝑠(𝛼2)) + 𝐸) 𝑣   )  

Conditions pour que le système soit équilibré : 

{
 
 

 
 𝑀 𝑎 + 𝑟 (𝑚1 𝑐𝑜𝑠(𝛼1) + 𝑚2 𝑐𝑜𝑠(𝛼2)) = 0

𝑚1 𝑠𝑖𝑛(𝛼1) + 𝑚2 𝑠𝑖𝑛(𝛼2) = 0

𝑟 𝑙 (𝑚1 𝑠𝑖𝑛(𝛼1) − 𝑚2 𝑠𝑖𝑛(𝛼2)) − 𝐷 = 0

𝑟 𝑙 (𝑚1 𝑐𝑜𝑠(𝛼1) − 𝑚2 𝑐𝑜𝑠(𝛼2)) + 𝐸 = 0

 

C’est un système de 4 équations à 4 inconnues donc ayant a priori une solution unique.  

Résolution : 

{
  
 

  
 𝑚1 𝑐𝑜𝑠(𝛼1) + 𝑚2 𝑐𝑜𝑠(𝛼2) = −

𝑀 𝑎

𝑟

𝑚1 𝑐𝑜𝑠(𝛼1) − 𝑚2 𝑐𝑜𝑠(𝛼2) = −
𝐸

𝑟 𝑙
𝑚1 𝑠𝑖𝑛(𝛼1) + 𝑚2 𝑠𝑖𝑛(𝛼2) = 0

𝑚1 𝑠𝑖𝑛(𝛼1) − 𝑚2 𝑠𝑖𝑛(𝛼2) =
𝐷

𝑟 𝑙

 

Par addition et différence des deux premières et des deux suivantes, on obtient : 

{
 
 
 

 
 
 2 𝑚1 𝑐𝑜𝑠(𝛼1) = −(

𝑀 𝑎

𝑟
+
𝐸

𝑟 𝑙
) = −

𝑀 𝑎 𝑙 + 𝐸

𝑟 𝑙

2 𝑚2 𝑐𝑜𝑠(𝛼2) = −(
𝑀 𝑎

𝑟
−
𝐸

𝑟 𝑙
) = −

𝑀 𝑎 𝑙 − 𝐸

𝑟 𝑙

2 𝑚1 𝑠𝑖𝑛(𝛼1) =
𝐷

𝑟 𝑙

2 𝑚2 𝑠𝑖𝑛(𝛼2) = −
𝐷

𝑟 𝑙

 

En faisant le quotient de la 3 sur la 1 puis la 4 sur la 2 on obtient : 

{
𝑡𝑎𝑛(𝛼1) = −

𝐷

𝑀 𝑎 𝑙 + 𝐸

𝑡𝑎𝑛(𝛼2) = −
𝐷

𝑀 𝑎 𝑙 − 𝐸

 

Notant que  𝑠𝑖𝑛(𝛼1) > 0 ;  𝑐𝑜𝑠(𝛼1) < 0  on peut donc choisir 𝛼1 dans ]
𝜋

2
;  𝜋[ auquel cas 𝛼1 − 𝜋 est 

dans ]−
𝜋

2
; 0[ et ainsi : 

𝛼1 − 𝜋 = 𝐴𝑡𝑎𝑛(𝑡𝑎𝑛(𝛼1 − 𝜋)) = 𝐴𝑡𝑎𝑛(𝑡𝑎𝑛(𝛼1)) = 𝐴𝑡𝑎𝑛(−
𝐷

𝑀 𝑎 𝑙 + 𝐸
) 

Et : 

𝛼1 = 𝜋 − 𝐴𝑡𝑎𝑛 (
𝐷

𝑀 𝑎 𝑙 + 𝐸
) 



Pour 𝛼2 on procède de manière analogue en notant que 𝑠𝑖𝑛(𝛼2) < 0 ;  𝑐𝑜𝑠(𝛼2) ayant un signe à 

déterminer selon les valeurs des paramètres du système. 

On en déduit ensuite les masses : 

𝑚1 =
𝐷

2 𝑟 𝑙 𝑠𝑖𝑛(𝛼1)
 

𝑚2 =
𝐷

2 𝑟 𝑙 𝑠𝑖𝑛(−𝛼2)
 

 

 


