
Enoncés : 

1) Calculer pour 𝒂 ∈ ℝ la limite en +∞ de la fonction suivante : 

𝒇(𝒙) = (𝑳𝒏(𝒙))
𝒂

 𝒔𝒊𝒏 (
𝟏

𝑳𝒏(𝒙)
−

𝟏

𝑳𝒏(𝒙 + 𝟏)
) 

2) Soit 𝒇, 𝒈, 𝒉 les fonctions définies sur ]𝟎; +∞[ par : 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝒙, 𝒈(𝒙) = 𝒙𝒇(𝒙),    𝒉(𝒙) = 𝒙𝒈(𝒙) 

Déterminer les limites en 0 de ces trois fonctions 

3) Calculer, pour 𝒂, 𝒃 dans ℝ∗ la limite en 0 de la fonction suivante : 

𝒇(𝒙) =
𝑳𝒏(𝒄𝒐𝒔(𝒂 𝒙))

𝑳𝒏(𝒄𝒐𝒔(𝒃 𝒙))
 

4) Calculer la limite en +∞ de la fonction suivante : 

𝒇(𝒙) = (𝒔𝒊𝒏 (
𝝅 𝒙

𝟐 𝒙 + 𝟏
))

𝒙𝟐

 

5) Calculer la limite en 𝟐 de la fonction suivante : 

𝒇(𝒙) = (𝟐𝒙 + 𝟑𝒙 − 𝟏𝟐)𝒕𝒂𝒏(
𝝅

𝟒 𝒙
)
 

6) Calculer pour 𝒂 ∈ ℝ la limite en +∞ de la fonction suivante : 

𝒇(𝒙) = (𝑳𝒏(𝒙 + 𝟏))
𝒂

− (𝑳𝒏(𝒙))
𝒂

 

7) Calculer la limite en 𝟎 de la fonction suivante : 

𝒇(𝒙) = (
𝒙

𝒔𝒊𝒏(𝒙)
)

𝒔𝒊𝒏(𝒙)
𝒙−𝒔𝒊𝒏(𝒙)

 

 

 

 

Réponses : 

1)  En utilisant le théorème des accroissements finis , il existe 𝑐(𝑥) ∈ ]
1

𝐿𝑛(𝑥+1)
;

1

𝐿𝑛(𝑥)
[ tel que : 

𝑓(𝑥) = (𝐿𝑛(𝑥))
𝑎

 (
1

𝐿𝑛(𝑥)
−

1

𝐿𝑛(𝑥 + 1)
)  𝑐𝑜𝑠(𝑐(𝑥)) 

Or : 

lim
𝑥→+∞

1

𝐿𝑛(𝑥)
= lim

𝑥→+∞

1

𝐿𝑛(𝑥 + 1)
= 0 

Donc,  par comparaison : 

lim
𝑥→+∞

𝑐(𝑥) = 0 



Et : 

lim
𝑥→+∞

𝑐𝑜𝑠(𝑐(𝑥)) = 1 

Donc : 

𝑓(𝑥)~(𝐿𝑛(𝑥))
𝑎

 (
1

𝐿𝑛(𝑥)
−

1

𝐿𝑛(𝑥 + 1)
) 

Or : 

1

𝐿𝑛(𝑥)
−

1

𝐿𝑛(𝑥 + 1)
=

𝐿𝑛(𝑥 + 1) − 𝐿𝑛(𝑥)

𝐿𝑛(𝑥) 𝐿𝑛(𝑥 + 1)
=

𝐿𝑛(𝑥) + 𝐿𝑛 (1 +
1
𝑥

) − 𝐿𝑛(𝑥)

𝐿𝑛(𝑥) (𝐿𝑛(𝑥) + 𝐿𝑛 (1 +
1
𝑥))

~
𝐿𝑛 (1 +

1
𝑥

)

𝐿𝑛(𝑥) 𝐿𝑛(𝑥)
 

~
1

𝑥 (𝐿𝑛(𝑥))
2 

Ainsi : 

𝑓(𝑥)~
(𝐿𝑛(𝑥))

𝑎−2

𝑥
 

Et : 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 

2)  On a : 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 𝐿𝑛(𝑥) 

Or : 

lim
𝑥→0+

𝑥 𝐿𝑛(𝑥) = 0 

Donc par composée : 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 1 

On en déduit : 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) 𝐿𝑛(𝑥) = −∞ 

lim
𝑥→0+

𝑒𝑓(𝑥) 𝐿𝑛(𝑥) = 0 

lim
𝑥→0+

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑥𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑒𝑓(𝑥) 𝐿𝑛(𝑥) = 0 

Puis : 

lim
𝑥→0+

𝑔(𝑥) 𝐿𝑛(𝑔(𝑥)) = 0 

lim
𝑥→0+

𝑔(𝑥) 𝑓(𝑥) 𝐿𝑛(𝑥) = 0 

lim
𝑥→0+

𝑔(𝑥)  𝐿𝑛(𝑥) = 0 



lim
𝑥→0+

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑥𝑔(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑒𝑔(𝑥) 𝐿𝑛(𝑥) = 1 

 

3) On note que : 

lim
𝑥→0

𝑐𝑜𝑠(𝑎 𝑥) = lim
𝑥→0

𝑐𝑜𝑠(𝑏 𝑥) = 1 

Et on rappelle qu’en 1 : 𝐿𝑛(𝑢)~𝑢 − 1 

Ainsi : 

𝑓(𝑥)~
cos(𝑎 𝑥) − 1

cos(𝑏 𝑥) − 1
 

Or en 0 : cos(𝑡) − 1~ −
𝑡2

2
 

Donc : 

𝑓(𝑥)~
−

(𝑎 𝑥)2

2

−
(𝑏 𝑥)2

2

=
𝑎2

𝑏2
 

Et : 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) =
𝑎2

𝑏2
 

 

4)  On a : 

𝑓(𝑥) = 𝑒
𝑥2 𝐿𝑛 (𝑠𝑖𝑛(

𝜋 𝑥
2 𝑥+1

))
 

Or : 

lim
𝑥→+∞

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋 𝑥

2 𝑥 + 1
) = 1 

Donc : 

𝑥2 𝐿𝑛 (𝑠𝑖𝑛 (
𝜋 𝑥

2 𝑥 + 1
)) ~𝑥2  (𝑠𝑖𝑛 (

𝜋 𝑥

2 𝑥 + 1
) − 1) 

Or, par division euclidienne : 

𝜋 𝑥

2 𝑥 + 1
=

𝜋

2
−

𝜋

2 (2 𝑥 + 1)
 

Donc , sachant 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
− 𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(𝑡) : 

𝑥2 𝐿𝑛 (𝑠𝑖𝑛 (
𝜋 𝑥

2 𝑥 + 1
)) ~𝑥2  (𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

2 (2 𝑥 + 1)
) − 1) 

Et sachant qu’en 0 , 𝑐𝑜𝑠(𝑡) − 1~ −
𝑡2

2
 : 



𝑥2 𝐿𝑛 (𝑠𝑖𝑛 (
𝜋 𝑥

2 𝑥 + 1
)) ~ − 𝑥2

1

2
 (

𝜋

2 (2 𝑥 + 1)
)

2

~ −
𝜋2

32
 

Ainsi : 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑒−
𝜋2

32 

 

5)  On a : 

𝑓(𝑥) = 𝑒
𝑡𝑎𝑛(

𝜋
4 𝑥

) 𝐿𝑛 (2𝑥+3𝑥−12)
 

Posons alors : 𝑥 = 2 + 𝑡 alors : 

𝑡𝑎𝑛 (
𝜋

4
 𝑥)  𝐿𝑛 (2𝑥 + 3𝑥 − 12) 

= 𝑡𝑎𝑛 (
𝜋

4 
 (2 + 𝑡))  𝐿𝑛 (22+𝑡 + 32+𝑡 − 12) 

= 𝑡𝑎𝑛 (
𝜋

2 
+

𝜋

4 
 𝑡)  𝐿𝑛 (4 𝑒𝑡 𝐿𝑛(2) + 9 𝑒𝑡 𝐿𝑛(3) − 12) 

= −
𝑐𝑜𝑠 (

𝜋
4 

 𝑡)

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋
4  𝑡)

 𝐿𝑛 (1 + 4 (𝑒𝑡 𝐿𝑛(2) − 1) + 9 (𝑒𝑡 𝐿𝑛(3) − 1)) 

On rappelle qu’en 0 : 𝐿𝑛(1 + 𝑢)~𝑢 et 𝑒𝑢 − 1~𝑢 donc : 

𝑡𝑎𝑛 (
𝜋

4
 𝑥)  𝐿𝑛 (2𝑥 + 3𝑥 − 12)~ − 

1
𝜋
4  𝑡

 (4 (𝑒𝑡 𝐿𝑛(2) − 1) + 9 (𝑒𝑡 𝐿𝑛(3) − 1)) 

~ −
4

𝜋 𝑡
 (4 𝑡 𝐿𝑛(2) + 9 𝑡 𝐿𝑛(3)) = −

4 (4 𝐿𝑛(2) + 9 𝐿𝑛(3))

𝜋
 

D’où : 

lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = 𝑒−
4 (4 𝐿𝑛(2)+9 𝐿𝑛(3))

𝜋 =
1

(216 × 39)
1
𝜋

 

 

6) On a : 

𝑓(𝑥) = (𝐿𝑛(𝑥))
𝑎

((
𝐿𝑛(𝑥 + 1)

𝐿𝑛(𝑥)
)

𝑎

− 1) 

= (𝐿𝑛(𝑥))
𝑎

((
𝐿𝑛(𝑥) + 𝐿𝑛 (1 +

1
𝑥)

𝐿𝑛(𝑥)
)

𝑎

− 1) 



= (𝐿𝑛(𝑥))
𝑎

((1 +
𝐿𝑛 (1 +

1
𝑥

)

𝐿𝑛(𝑥)
)

𝑎

− 1) 

Or on rappelle qu’en 0 : (1 + 𝑡)𝑎 − 1~𝑎 𝑡 donc : 

𝑓(𝑥)~(𝐿𝑛(𝑥))
𝑎

 𝑎 
𝐿𝑛 (1 +

1
𝑥

)

𝐿𝑛(𝑥)
  

𝑓(𝑥)~
𝑎 (𝐿𝑛(𝑥))

𝑎−1
 

𝑥
 

Ainsi : 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 

 

7)  On a : 

𝑓(𝑥) = 𝑒
𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥−𝑠𝑖𝑛(𝑥)
 𝐿𝑛(

𝑥
𝑠𝑖𝑛(𝑥)

)
 

Or  en 0 : 

𝑥

𝑠𝑖𝑛(𝑥)
~1 

Donc : 

𝐿𝑛 (
𝑥

𝑠𝑖𝑛(𝑥)
) ~

𝑥

𝑠𝑖𝑛(𝑥)
− 1 =

𝑥 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑠𝑖𝑛(𝑥)
 

D’où : 

𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥)
 𝐿𝑛 (

𝑥

𝑠𝑖𝑛(𝑥)
) ~1 

Et : 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑒 


