Formes bilinéaires symétriques et formes sesquilinéaires hermitiennes

1. Forme linéaire sur un R espace vectoriel et forme semi-linéaire sur un C espace
vectoriel

Soit E un R espace vectoriel et F un C espace vectoriel.

Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans R c’est-a-dire une application f
vérifiant :

VA, 7,1)EEXEXR : f(U+1.9)=f@)+A.f®)
Une forme semi-linéaire (ou anti-linéaire) sur F est une application f de F dans C vérifiant :

VA, BA)EFXFXC: f+A.9)=f@ +1.f(®)

Expression générale d’'une forme linéaire et d’une forme semi-linéaire en dimension finie dans
une base (€;,€5, ...,€,). Pourd = x; €, + x5 €, + -+ xp, € :

Forme linéaire : (aq,a,, ...,a,) € R™
fW)=a;x;+a,x,+ -+ a,x,
Forme semi-linéaire : (ay,ay, ...,a,) €EC"

f)=aq+ax;++a, %,

Exemples en dimension infinie : E = ensemble des fonctions de R dans C intégrables sur
R (resp €), u = (x » u(x)),v € E (resp F)

Forme linéaire :
f@ = [ v ut) dx

— 00

Forme semi-linéaire :

f@=fvmﬂ5w

2. Forme bilinéaire et forme sesquilinéaire :

Soit E un R espace vectoriel et F un C espace vectoriel.

Une forme bilinéaire sur E est une application f sur E X E, vérifiant :
V (U,v,W,A)) EEXEXR :
f@+A.0,wW)=fww)+A.f([¥,w)
f@74+2.W)=fWwv)+1.f{U,w)

f est dite linéaire par rapport a sa premiere et a sa deuxieme variable.




Une forme sesquilinéaire sur F est une application f sur F X F vérifiant :
vV (U,7,W,1) EEXE XR :
f@+2.0,wW) =fww)+A.f(¥,w)
F@,B+1.W) =f@D) +1.f(@w)

f estdite linéaire par rapport a sa premiére et anti-linéaire par rapport a sa deuxieme variable.

Expression générale d’une forme bilinéaire et d’une forme sesquilinéaire en dimension finie dans
une base (51, é)z, ...,é)n). Pour ﬁ = X1 él + X 52 + -+ Xn é)n,'l}) =Y1 é)l + %) é)z + -+ Yn é)n et en
notant: X7 = (x1, %3, .., %), Y = (¥4, Vo w0, V)T

Forme bilinéaire : A = (aij) € M, (R)
f('l_l),'l-}) = Zaijxiyj =XTAY
@@n
Forme sesquilinéaire : (a;;) € M, (C)

f(ﬁ),l—?)) =Zaijxi)71 =XTAY
@5

Exemples en dimension infinie :Soit E (resp F) I’ ensemble des fonctions de R dans R (resp C)
intégrables surR, o = (x » u(x)),v = (x > v(x)),a € E (resp F)

Forme bilinéaire :

fQ,v) = f+wa(x) u(x) v(x) dx

—00

Forme sesquilinéaire :

F@ B = f ) u) v dx

3. Forme bilinéaire symétrique et forme sesquilinéaire hermitienne :

Une forme bilinéaire sur E est dite symétrique si elle vérifie :
V@) EEXE: f(B,4) = f@ D)
Une forme bilinéaire sur F est dite hermitienne si elle vérifie :

V@D eEFXF: f(3,0) = f@ D)

Pour les exemples donnés précédemment, c’est le cas en dimension finie pour les formes
linéaires telles que A soit symétrique, c’est-a-dire vérifie AT = A et pour les formes
sesquilinéaires telles que A soit hermitienne, c’est-a-dire vérifie AT = A.




Exemples :
Forme bilinéaire symétrique sur R3:
7 4 6\ /N 7y1+4y, +6y3
f(z_i, V) = (x1,%2,x3) (4 2 =5 Y2 | = (xy,x2,x3) | 4y1+2y, =55 | =
6 _5 3 y3 6y1_5y2+3y3

=T7x1Y1+4x1Y,+6x1y3+4x, Y1 +2%,y, —5%,y3+6x3y; —5x3Y, +3x3 3

Forme sesquilinéaire hermitienne sur C3:

7 —4i 6 V1 7y, —4iy; +6Yy3
fF@D) = (pxpx3) (40 2 —5+i| (2] =0pxpx3) (4171 +257+(-5+D 73
6 —-5-—i 3 V3 6y;+(=5-i)y, +3y3

=7x1ﬂ—4lxlﬁ+6x1%+41x2}71+2x2y_2+(—5+l)x2%+6x3ﬂ+(—5—l)x3ﬁ
+3X3%

4. Forme bilinéaire et forme sesquilinéaire associée a un opérateur fonctionnel

Soit E (resp F) " ensemble des fonctions de R dans R (resp C) intégrables sur R,
U= (x->u),v=x-v(x)) €E(respF).

Soit A un opérateur fonctionnel linéaire sur E (resp F), c’est-a-dire un endomorphisme de E
(resp F). Alors nous pouvons créer en notant A v(x) = A(v)(x) respectivement :

Une forme bilinéaire sur E :

f@,v) = f+oou(x) A v(x) dx

Cette forme est symétrique si et seulement si Uopérateur A vérifie pour tout couple W, ) :
+0oo +00 .
f v(x) Au(x) dx = f u(x) Av(x) dx

— 0o

On dit alors de 'opérateur A qu’il est symétrique pour la forme bilinéaire définie positive
canonique, laquelle définit un produit scalaire sur E :

W, v) = f+oou(x) v(x) dx

Le caractere symétrique se traduit alors également pat Uécriture :

(A%,5) = (A,7)




Une forme sesquilinéaire sur F:

fan=| "5 4w dx

Cette forme est hermitienne si et seulement si lopérateur A vérifie pour tout couple (i, v) :

fﬂomﬁ v(x)dx = fﬂomﬁ u(x) dx

— 0o

On dit alors de Uopérateur A qu’il est hermitien pour la forme sesquilinéaire définie positive
canonique, laquelle définit un produit scalaire hermitien sur E :

@ = a0 @ dx

Le caractere hermitien se traduit alors également pat Uécriture :

(A1,%) = (A54)

5. Exemples d’opérateurs hermitiens rencontrés en physique quantique :

Exemple 1 : Opérateur associé au potentiel électrostatique Ve E :

Pour (x > Y(x) eF: Ay(x) =V(x)P(x)

Preuve :

Y Apx) =) V(x) p(x) = o(x) V(x) P(x)

Donc:

(dow)= | FeAperdr=| Ve dx = A$,9)

Exemple 2 : Opérateur associé a la quantité de mouvement :

F: A - in ¥
(x->PpE)eF: Y&) =—ih - (x)

Preuve :

+o0 +00 d

(Aop)=| $@Ap@dr=-in| PG () dx

+ 00

R +o0 dy
—-in(B@ )2~ [ G e )

+0o0 d_
=ihf_°o %(x)qo(x)dx




~ 400 d— + o0
(Atl),(p):ih f d—f(x)lp(x) dx——th l/)(x) —(x) dx—(A(p,l/))

Exemple 3 : Opérateur associé au carré de la norme de la quantité de mouvement :

Gop@yer: Ay = 1 L

Preuve :

N too N too d2
(Aow)=| F@Apdx=1 [ $6) L5 dx
+o g
- ([ L] -7 L o ar)

- —hZf d—(p( )—(x) dx

to dq ~
(o) =12 [ PV Ly ar=Tao0)

Exemple : Opérateur hamiltonien associé a ’énergie :

2
oY@ eF: APl = —o— —"’ @) + V) $()

Preuve : C’est la somme de deux opérateurs hermitiens.

6. Valeurs propre et vecteurs propre d’un opérateur symétrique ou hermitien

Commencgons par définir de fagon plus générale un opérateur symétrique réel :

En dimension finie :

Si A est une matrice symeétrique réelle (respectivement hermitienne complexe) d’ordre n, et X =
(x1,%5, ..., x,)T on pose :

A:X->AX

A n’est autre que l'application linéaire canonique associée a la matrice A définie comme un
endomorphisme de M, ; (R) (resp M, 1 (C)).

Les valeurs propres et les vecteurs propres de l'opérateur A sont ses valeurs propres et vecteurs
propres en tant qu’endomorphisme, donc de la matrice A.




Propriété :

Soit 1;,1, deux valeurs propres distinctes de 4 et X;, X, deux vecteurs propres non nuls
respectivement associés. Alors X, et X, sont orthogonaux pour le produit scalaire associé,
c’est-a-dire:

Pour 4 symétrique :
(X1,X2) =X X1 =0
Pour 4 hermitien :

—T
X1,.X2)=X; X;=0

Preuve :
On montre tout d’abord que les valeurs propres d’une matrice hermitienne sont réelles.

Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre non nul associé. Alors :

AX=1X
En prenant le conjugué :
AX=21X
Ainsi :
XTAX=2X"X
XTAX=XTATX =XTAX=2X"TX=2X"X
Donc:

AXTX=21XTX

EtcommeX #0: XTX #0donc:1=21

Preuve de lautre propriété dans les cas d’une matrice symétrique et d’'une matrice
hermitienne :

AX, =1 X,

AXy, =1, X,
donc en prenant le conjugué :

AX; =1 X,

Et d’une part :
X—ZTAX1 =X—2T/11X1 =/11X—2TX1
D’autre part, en prenant la transposée

— — T — I — — —
XZT AXl = (XZT AXl) = XlT AT XZ = XlT A XZ = XlT lz XZ = lz (XlT Xz)T = Az XZT Xl




Ainsi:
A X_zT X1 =12, X_ZT X1
Etcommed; # 1,:
X, X, =0

En dimension infinie :

Si A estun opérateur fonctionnel, donc un endomorphisme de E (resp F), ses valeurs propres et
ses vecteurs propres sont ceux de cet endomorphisme. Ainsi, une fonction ¥ non nulle est
vecteur propre de A associée a une valeur propre A si:

Ay =2y
Ce qui signifie :

Vxe R: A@W)(x) =2A1p(x)

Propriété :

Soit 4 un opérateur fonctionnel symétrique (resp hermitien).

Soit 14,4, deux valeurs propres distinctes de 4 et ¥,,1), deux vecteurs propres non nuls
respectivement associés. Alors 11 et 1, sont orthogonaux pour le produit scalaire associé,
c’est-a-dire :

Pour 4 symétrique :

+ 00

(WY1, P2) = P1(x) P (x) dx =0

—00
Pour 4 hermitien :

+00

(WY1, P2) = P1(x) P(x)dx=0

Preuve :

On montre tout d’abord que les valeurs propres d’un opérateur fonctionnel hermitien sont
réelles.

Soit A une valeur propre de Aet 1 un vecteur propre non nul associé. Alors :
Ay =2y

En prenant le conjugué :

o Y
<=
Il
&)
<

Ainsi :

+00

(@pw) = 96 Avedr=2] Tyl ax




Or:

+00

(@) =Gp) = [ 363 dvwar=[ 90 vt dr=[ 90 1p@ax

40
=Zf | p)I? dx
Or:

f 00| Y(x)|?dx #0

Donc:

Preuve de lautre propriété dans les cas d’un opérateur fonctionnel symétrique ou hermitien :

A Y1=41Y

A Y, =AY,
donc en prenant le conjugué :

A = /12 E

Et d’'une part :

(A1 ;) = f 0200 Ay (0) dx = 4y f D) i () da

D’autre part :

(A ¥s) = (A2 y) = f 1) App(x) dx = f ) D00 dx
- :Owl(x) b dx =2 | :om $1.00) dx
Ainsi :
A f_ :om Yy (x) dx = A, f_ :Om P (x) dx

Etcommed; # 4,:

f P20 s () dx = 0

7. Diagonalisation des opérateurs symétrigues ou hermitiens




