Intégration

| Approche du concept avec des fonctions en escalier.

Considérons une fonction f définie sur un intervalle fermé borné [a, b] et constante par intervalles
c’est a dire pour laquelle il existe une suite finie strictement croissante de nombres xy =a < x; <
X, < -+.< x, = b, appelée subdivision de [a, b] pour laquelle f a une valeur constante c; sur chaque
sous intervalle |x;, x; 41 [ de la subdivision.

Alors, on appelle intégrale de cette fonction sur 'intervalle [a, b] la quantité :

Igp(f) = ¢ (x1 —x9) + €1 (X2 —x1) + -+ €pq (X — Xp—1)

Exemple : Soit la fonction en escalier suivante :
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La subdivision est :
Xo=1<x;=3<x,=6<x3=7
et les valeurs constantes :
=3 ¢c1=-1,¢c,=2
L'intégrale sur l'intervalle [1,7] est alors :
Inn(f)=3x@B-D+(-Dx(6-3)+2%x(7-6)=6+(-3)+2=5

A noter qu’en considérant un carré unité formé sur un segment unité horizontal et un segment unité
vertical, chacune des contributions ¢; (x;,1 — x;) s’interpréte comme I'aire d’un rectangle affectée
d’un signe moins si c; a une valeur négative.
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Le calcul d’une telle intégrale peut alors se faire graphiquement en additionnant les aires de surfaces
rectangulaires précédées du signe moins si ces rectangles sont sous |’axe des abscisse.

Exemple 2 :

Voici comment faire un calcul intégral graphiquement, les rectangles de contribution positive
apparaissant en bleu et ceux de contribution négatives apparaissant en rose.
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Il Intégrale d’une fonction continue sur un intervalle [a, b].

Approche du concept par un exemple :

Considérons la fonction carrée f sur I'intervalle [0,1] et créons une subdivision de cette intervalle en
5 parties égales, c’est-a-dire :

X0=0<x,=02<x%=04<x3=06<x,=08<x5=1

Définissons alors une fonction en escalier ¢ par f(x;) sur [x;, x;;1[ et @(x5) = f(xs). Les valeurs
constantes prises par cette fonction sont ainsi :

co=0% ¢, =022 ¢, =0,4%; c3=0,6% c, =0,82
L'intégrale de la fonction en escalier est donc sur [0,1] :
Io11(9) = 0% % 0,2+ 0,22 % 0,2+ 0,4% X 0,2 + 0,6 x 0,2 4 0,82 x 0,2
=0,2x%x(0+0,04+0,16+0,36+0,81) =0,274

Cette intégrale représente I'aire en bleue sur la figure en unité d’aire du repére.
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Si nous créons maintenant une fonction en escalier i de la méme maniére mais avec une subdivision
plus fine en 10 parties égales de [0,1] nous obtenons l'intégrale suivante :

Io1 () = 0%x0,1+0,12x0,1+0,22x0,1+0,3>x0,1...40,92 x 0,1
=0,1x (040,12 + 0,22 + ---+ 0,9%) = 0,285

Elle est illustrée en bleue ci-dessous :
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On congoit alors aisément par la pensée que si on crée une suite de fonctions en escalier ¢,, par ce
procédé avec une subdivision de I'intervalle [0,1] en un nombre entier n de parties égales, alors plus
n sera grand et plus I'aire en bleue se rapprochera d’une valeur fixe qui est I'aire délimitée par la
courbe de la fonction carrée, I'axe des abscisses et la droite verticale d’équation x = 1.

Or, pour une subdivision de [0,1] en n parties égales, on définit le pas de subdivision comme étant :

1
Ax = (X4 — X)) = n

La subdivision est donc :

1
xo=0<x1=a<x2=;<---.<xn_1=

Et I'intégrale :

I[a,b]((pn) = f(xo) X Ax + f(xl) XAx + -+ f(xn—l) X Ax

SIGORERS D)
124224+ (n—1)?
= =

On peut montrer mathématiquement que cette suite a pour limite 3 Mais ce ne sera pas le propos ici
d’autant que nous verrons une méthode plus simple utilisant une primitive de la fonction carrée pour
calculer cette valeur limite.

Notons plutét qu’en utilisant le symbole sigma pour les sommes, nous pouvons écrire :

n-1

Ham(@n) = ) f(x) b
i=0

Cela justifie alors cette notation pour la valeur limite de cette suite d’intégrales quand n tend vers
I'infini :



n—1
fo Fedx = tim ZO fx) Ax

Cette quantité est appelée intégrale de f de la borne 0 a la borne 1, on dira qu’on intégre a bornes
croissantes.

On définira I'intégrale de la borne 1 a la borne 0, donc a bornes décroissantes par :

flof(x)dx = —J:f(x)dx

Théoréme général :

Si une fonction f est continue sur un intervalle fermé borné [a, b] et si on crée une subdivision de
cet intervalle xy = a < x; < x5 < :--.< x, = b en n parties égales alors I'intégralede aa b de f
est définie par:

n-1

b
[ reax=1im > re) G - x0
a n—-+oo L
i=0
Et on pose par définition que :

fb “F) dx = - j F 0 dx =

Il Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a, b].

Une fonction continue par morceaux sur un intervalle fermé borné [a, b] est une fonction pour
laguelle il existe une subdivision de [a, b] telle que cette fonction soit continue sur chaque sous
intervalle ouvert de cette subdivision en ayant une limite aux bornes de ce sous intervalle.

Un exemple :
Considérons la fonction f définie par :
fx) =x? sur[0;1]
f(x)=1-05x sur|1;2]
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Alors I'intégrale de 0 a 2 visant a représenter |'aire hachurée est donc naturellement définie par une
relation dite relation de Chasles par:

jozf(x)dx = J:f(x)dx + f:f(x)dx

L'aire d’un triangle étant le produit d’'une base par la hauteur associée le tout divisé par 2, on a:

fz()d _1x05 1
1fx Xx=—p—=7
Et si on admet pour l'instant :
L 1
ff(x)dx=—
0 3
on en déduit :
fz()d _1+1_4+3_7
A R VAR VI

Il Propriétés de l'intégrale

Dans la suite les fonctions considérées seront considérées comme continues ou continues par
morceaux sur un méme intervalle fermé borné [a, b], et A et u seront considérées comme deux réels
guelconques.

Linéarité de lI'intégrale

b b

f@dv+u [ goodx

a

| "AF0 +ugG0) dx =2 |

a a




Comparaison de l'intégrale :

Sif <galors:

fbf(x) dx < fbg(x) dx

a a

Relation de Chasles :

Si x1, X5, X3 sont trois réels de l'intervalle [a, b] alors :

J’:sf(x) dx = szf(x) dx + fxsf(x) dx

X1 X2

Cette relation rappelle celle du méme nom sur les vecteurs :

A1A3 = A1A2 + A2A3

La relation de Chasles tient au caractere algébrique de I'intégrale, par le fait que f(x) peut étre positif
ou négatif mais aussi par le fait que dx peut étre positif ou négatif selon que I'on intégre a bornes
croissantes ou a bornes décroissante. Ci-dessous les différents signes possibles des contributions
élémentaires f(x) dx

fG)>0] —f(x)dx>0 fFO)dx<0 <« | f(x)>0
dx >0 dy;<0
dx >0 dx <0
fx)<0 | »f(x)dx<0 f()dx>0 « | f(x)<O0

IV Intérét de I'intégrale pour construire une primitive

Certaines fonctions de référence n’ont pas de primitive qui s’exprime simplement a I'aide des fonctions
de référence, comme par exemple la fonction inverse sur ]0, +o[. Voyons sur ce dernier exemple
comment construire une primitive a I'aide d’une intégrale :

Considérons pour x € ]0, +oo] la fonction :
*1
F(x) =f —dt
1 t

Pour x € |0, +oo[ elle est strictement positive et pour x € ]0,1[ strictement négative et elle s’annule
en 0. On voit également graphiquement qu’elle est strictement croissante.




Soit alors h > 0 tel que x + h € ]0, +o[ alors on voit par la relation de Chasles que :

x+h1 X1 x+h1
1 1 x

On voir de plus graphiquement que I'on peut encadrer I'aire associée par I'aire de deux rectangles (le
rectangle d’aire inférieure est figuré en rose sur le graphique ci-dessous).
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Ainsi :

1 x+h 1
h<f —dt<-—nh
xX+h x t X
soit

1 1
mh<F(X+h)—F(X)<;h
Et en divisant par h :
1 F(x+h)—F 1
_FGHW —FG) _1
x+h h X

. . . 1 1 ,
En fixant x et en faisant tendre h vers 0 on voit que Py tend vers o et donc par I'’encadrement que

F(x+h)-F , 1 n L
Fleth)—F(x) tend également vers oy On peut montrer la méme chose avec h < 0. Donc F est dérivable

sur |0, +oo[ et

F'(x) =

+ Rlr

F est donc une primitive de la fonction inverse sur ]0,
note Ln. Ainsi :

oo[. On I'appelle logarithme népérien et on la



*1
Ln(x)zf —dt
1 t

Remarque : On peut prouver que cette fonction est la réciproque de la fonction exponentielle. En
effet, considérons la fonction composée g(x) = F(e*) ou F est la fonction définie ci-dessus par une
intégrale. Alors en dérivant sur R, on obtient :

1
g'(x) =F'(e*)e* = pr e*=1
Donc, il existe une constante c telle que pour tout réel x : :

gx)=x+c
Or:

9(0) = F(e®) = F(1) = f%dt ~0
1

Donc la constante ¢ vaut 0 et g(x) = x. Ainsi :

F(e*) =x
F est donc la réciproque de I’exponentielle.
Autre exemple :

La fonction f(x) = e ™™ n’a pas de primitive s’exprimant a I’aide des fonctions de référence. On
construit donc une primitive par calcul intégral en posant :

* 2
F(x) =f e tdt
0

Nous verrons qu’on peut généraliser le concept d’intégrale a des intervalles non bornés. On peut
alors prendre comme autre primitive :

F(x) = fx et dt

—00

Nous aurons usage de ce genre de primitive en étudiant les variables aléatoires a densité.

Théoréme général :

Si une fonction f est continue sur un intervalle fermé borné [a, b] et c une valeur quelconque de
[a, b] alors une primitive de f sur [a, b] est la fonction définie par :

F(x) = f £(o) dt




IV Intérét de la connaissance d’une primitive pour le calcul d’une intégrale

Si on sait exprimer une primitive d’une fonction a partir des fonctions de référence, alors ce théoreme
est tres utile pour calculer une intégrale de cette fonction :

Théoréme général :

Si une fonction f est continue sur un intervalle fermé borné [a, b] et F est une primitive de f sur
[a, b] alors :

b
f f(x)dx = F(b) — F(a) noté [F(x)]2 et appelé crochet de variation
a

Preuve :

Considérons la fonction :

X

Fi(x) = f F(Odt

a

Nous avons vu précédemment que F; était une primitive de f sur [a, b] donc sur ce dernier intervalle
ona:F," = F'etdoncF; et F différent d’une constante c. Ainsi :

F(x) = jxf(t)dt +c

a

Or:
F(a) = faf(t)dt +c=c
Et:
b
F(b) =f f(®dt +c
Donc:
b
f £(0)dt = F(b) — ¢ = F(b) — F(a)

Exemple :

Revenons sur le calcul de I'intégrale de la fonction carrée sur [0; 1] :

3
Une primitive de f(x) = x? étant la fonction F(x) = % nous avons :

1 1t 13 03 1
fxzdx=[—] =——-—==
o 3], 3 3 3




VI Méthode de calcul approché d’une intégrale par la méthode des trapézes

Quand on ne peut exprimer simplement une primitive d’une fonction, le calcul intégral de cette
derniere ne peut plus se faire de fagcon exacte mais de fagon approchée. Nous avons abordé en début
de chapitre la méthode consistant a approcher la fonction a intégrer par une fonction en escalier, mais
cette méthode n’est pas tres performante, comme on le voit dans I'exemple pris avec la fonction carrée
aintégrersur [0;1]

Toujours avec cette exemple, il est plus judicieux d’approcher la fonction a intégrer par une fonction
affine par morceaux et d’intégrer cette fonction. C’'est la méthode des trapezes.

On rappelle que I'aire d'un trapeze est égale a la somme de la grande base et de la petite base le tout
fois la hauteur et divisé par deux.
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Le premier trapéze a pour aire :
(f(0) + f(0,2)) x 0,2
2
Le second :
(f(0,2) + f(0,4)) X 0,2
2
Le troisieme :
(f(0,4) + f(0,6)) x 0,2
2
Le quatrieme :
(f(0,6) + £(0,8)) x 0,2
2
Le cinquiéme :
(f(0,8) + f(1)) x 0,2
2

En sommant ces cing aires et en factorisant, on obtient une formule simple :



<}¥ + £(0,2) + £(0,4) + £(0,6) + (0,8) + @) x 0,2

Soit :
(0 + 0,22 + 0,42 + 0,62+ 0,82+ 0,5) X 0,2

ce qui donne la valeur 0,34 qui est bien plus proche de la valeur exacte% = 0,333 ... que ne I'était

celle obtenue pour la méme subdivision a pas de 0,2 avec une fonction en escalier.



