Enoncé :

1) Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit V et W deux sous espaces vectoriels de
méme dimension démontrer qu’ il existe un sous espace vectoriel H tel que :

VOH=WOH=E
2) Exemples : on se place dans E = R*, déterminer une base de H dans les deux cas suivants :
1*cas:V =Vect[(1,2,3,4)],W = Vect[(0,1,0,1)]

2¢me cas: V = Vect[(1,0,1,0),(0,1,1,0)], W = Vect[(0,1, 0, 0), (0,0,0,1)]

Réponse :

1) SiV = W le résultat est trivial

Sinon nous allons définir un algorithme permettant de créer une suite strictement croissante au sens
de I'inclusion de couples de sous espaces (Vy, Wy), V1, W,), ..., (Vi, W) en procédant comme suit :

Initialisation :
VO = V,WO = W,VO * WO

1°™ étape :

V, n’étant pas inclus dans W, et W, n’étant pas inclus dans Vj, il existe un vecteur x € Vy\W, et un
vecteur y € Wy\V,. On pose alors :

e =x+y
e, n'est ni dans Vy ni dans W,. On définit alors les sous espaces :
Vi =V, ® Vectleq], W, = W, @ Vect[e,]
Onaalors:
dim(Vy) = dim(Wy) =dim(V) + 1

Etapes suivantes :

On suppose construits Vj, et W, pour k > 0 et tels que :
dim(V,) = dim(W,) = dim(V) + k
Si Vi, = Wy, on sort de l'algorithme

Sinon V}, n’étant pas inclus dans W, et W, n’étant pas inclus dans V, il existe un vecteur x € V,,\W},
et un vecteur y € Wi \V,. On pose alors :

€ky1 =X Ty
er+1 n'est ni dans Vj, ni dans Wj,. On définit alors les sous espaces :

Vies1 = Vi @ Vect[egiq], Wis1 = Wy @ Vect[eg 4]



Ona:

dim(Viyq) = dim(Wyyq) =dim(V) + k+ 1

Montrons alors par I'absurde qu'il existe une étape g € N* pour laquelle : V; = W. Si ce n’était pas le
cas, on créerait en effet une suite strictement croissante infinie de sous espaces V,, donc une suite
strictement croissante d’entiers naturels dim(V,,) majorée par dim(E) ce qui est absurde.

Si on désigne alors par H, un supplémentaire de V;, dans E. Alors :

Vg® Hg =W, ® Hy =E

Or:

V, =V @ Vectley, ..., 4]

Wq =W Vect[el, ...,eq]
Posons :

H =Vectley, ..., eq|® H,
Onaalors:

VO H=W® H=E

2)

1%" cas : on pose :
e; =(1,2,34) +(0,1,0,1) = (1,3,3,5)
Vi=V® Vectle]] =V +W
W, =W Vectle;] =V +W

On s’arréte donc a I'étape 1 et on compléte une base de V; en une base de E en créant une matrice
de déterminant non nul dont les deux premiéres lignes sont les vecteurs de base de V et .

1 2 3 4

01 0 1

0 01 0

0 0 0 1
On a alors :

H = VeCt[(1J3J315)I (0101110)1 (0101011)]

28me cas
Etape 1:

Notons d’abord qu’en formant une matrice avec les vecteurs de base de VV et W, on obtient une
matrice de déterminant non nul :
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Les quatre vecteurs forment donc une base de E.
Par conséquent :
(0,1,1,0) e \W
(0,0,0,1) e W\V
On pose donc :
e; = (0,1,1,0) + (0,0,0,1) = (0,1,1,1)
V, =V @ Vectle,] = Vect[(1,0,1,0), (0,1,1,0), (0,0,0,1)]
W, =W @ Vect[e;] = Vect[(0,1,0,0), (0,0,0,1), (0,1,1,0)]
V; et Wj étant distincts , on passe a I'étape 2
Etape 2:
(1,0,1,0) € V;\W,
(0,1,0,0) € Wy \I;
On pose donc :
e, = (1,0,1,0) + (0,1,0,0) = (1,1,1,0)
V, =V, ® Vectle,] = E
W, =W, ® Vectle,] = E
Ainsi :

H = Vect[e;, e,] = Vect[(0,1,1,1),(1,1,1,0)]



