Enoncé :
Partiel:

Soit E un ensemble muni d’une loi + et d’une loi X commutative. On définit un triplet
pythagoricien comme étant un triplet (a, b, ¢) d’éléments de E tels que :

a’ + b% = ¢?
On notera T I'ensemble des triplets pythagoriciens de E.

On dira que deux triplets pythagoriciens (a, b, ¢) et (d, e, f) sont liés si il existe un élément x de E
tel que:

(a,b,c) =(dx,ex,fx) ou (de,f) =(ax,bx,cx)
Deux triplets pythagoriciens (a, b, ¢) et (b, a, ¢) seront dits assimilables.
On appelle triplet pythagoricien nul, le triplet (0, 0, 0).

1) Montrer que si (a,b,c) est un triplet pythagoricien de [E alors pour tout élément x de E,
(a x,b x, c x) est un triplet pythagoricien de E.

2) Montrer que si (a, b, ¢) et (d, e, f) sont deux triplets pythagoriciens de E alors il existe un couple
(x,y) d’éléments de [E tel que (x,y, e f) soit un triplet pythagoricien et exprimer un tel couple a
partir des éléments des deux triplets initiaux.

3) On considére ici E = N. Déterminer deux triplets pythagoriciens non liés (donc forcément non
nuls) et non assimilables. En utilisant 2) construire un troisieme triplet non liés aux deux précédents.

Partie 2 :

On consideére ici E comme étant ’ensemble des polyndmes de R[X]. On dira qu’un polynéme P de
E est pythagoricien si il existe un couple (4, B) de polynédmes de E tel que :

A2 +B*=P
a) Montrer que si P est pythagoricien alors P est de degré pair et la fonction polynomiale associée

est positive ou nulle.

b) Montrer que tous les polynomes P de degré 0 positifs ou nuls et de degré 2 sont pythagoriciens
et donnez dans chaque cas un exemple de couple (4, B) associé.

c) Montrer que si deux polyndmes P et Q sont pythagoriciens alors leur produit I’est également. En
déduire que tout polyndme de degré pair dont la fonction associée est positive ou nulle est
pythagoricien.

d) Montrer que si (4, B, C) est un triplet pythagoricien de E alors le polynéme P = C? est
pythagoricien.

e) Montrer que si A% + B? = P alors il n’existe pas nécessairement de polyndme C tel que
(4, B, C) soit un triplet pythagoricien.

f) Soit le polynéme P = X* + X3 + X? + X + 1, déterminer un couple de polyndmes (4, B) tel que
A>+B*=P



Réponses :
Partie |
1) partons de
a? + b? = ¢?
Et multiplions par x? :
a’x? + b%x? = ¢%x?
Ainsi :
(ax)? + (bx)? = (cx)?
2) Partons de :
a? + b% = ¢?
d?> +e?=f2
Et multiplions membre a membre :
a?d? + a’e? + b?d? + b%e? = c*f*?
Faisons apparaitre deux identités remarquables :
(ad+be) +(ae—bd)? = (cf)?

A noter que si on considére dans I'espace vectoriel euclidien R? les vecteurs i = (a, b), v = (d, e),
la relation précédente traduit une identité gé¢ométrique bien connue :

@i 9)? + (det(@, )" = llll? 15117
3) Le triplets (3,4,5) et (5,12,13) sont pythagoriciens car :
32442 =52
52 + 122 = 132
En utilisant les vecteurs 4 = (3,4), 7 = (5,12) et en calculant :
U-3=3x5+4x12=63, det@d)=3x12—4x5=16
On obtient :
632 + 162 = 652
Donc le triplet (63,16,65) est pythagoricien et il n’est ni lié ni assimilable aux deux précédents.
Partie Il
a) partons de
A*+B*=P

A? et B? étant de degré pair, leur somme P I'est aussi.



De méme A? et B? étant des polyndmes ayant des fonctions associées positives ou nulles, leur
somme P a une fonction associée positive ou nulle.

b) Si P est de degré 0 c’est une constante positive non nulle ¢ et donc :
P = (Vo) +0?
Si P est de degré 2 alors il est de la forme :
P=c+bX+aX?
Avec:
a>0, A=b?—4ac<0
Et la forme canonique s’écrit :

o (o) - = (o) + ()

2

c) Partons de :
A*+B*=P
C*+D?*=9Q
Alors comme vu en partie | :
(AC+BD)*+(AD-B(C)*=PQ

Montrons alors par récurrence sur n € N la propriété T;, suivante :

Si P est un polynéme de degré 2 n telque:V x € R: P(x) = 0 alors P est pythagoricien.

Initialisation : Déjavu pourn =0etn =1

Hérédité : Supposons la propriété vraie pour n = 2 et soit P est un polynéme de degré 2n + 2 tel
que:V x € R : P(x). Distinguons alors deux cas :

1°" cas : P admet une racine réelle A. Elle est donc nécessairement d’ordre pair, sinon P changerait de
signe au voisinage de cette racine. P est donc divisible par (X — 1)?

2°™ cas : P admet une racine complexe A et donc sa conjuguée A. P est donc divisible par le polynéme :
X-DX-2)
ce polynéme étant de signe positif ou nul car sans racine réelle.
Donc dans les deux cas, il existe un polynome Q de degré 2 et un polynome R de degré 2 n tels que :
P=QR

Q et R sont alors pythagoriciens et donc leur produit I’est aussi ce qui prouve I'hérédité

d) Cela vient de:

A2 +B% = (?



e) Prenons P = X2 + 1 alors
X?+1%2=p
Donc P est pythagoricien.

Supposons par I'absurde qu’il existe un polyndéme C tel que (X, 1, C) soit un triplet pythagoricien
alors :

X% +1% = C?

Donc C est de degré 1 et donc il admet un racine réelle et donc C? = P admet une racine réelle ce
qui est absurde.

f) Factorisons P dans C en notant que ses racines sont les 4 racines cinquiémes de I'unité distinctes
del:

2m _2m AT _;2m
P=X4+X3+X2+X+1:(X—e‘s)(X—e ls)(x—e‘s)(x—e ‘5)

2T 41
= (XZ—ZCOS(?)X+1> (XZ—ZCOS(?>X+1)

ou on rappelle que :

2 )

2

5

ros (2 n) ~1++5 cos (45n) ~1-+/5

Retrouvons cette factorisation par une autre méthode en notant que pour tout x € R*:

1 1
x4+x3+x2+x+1:x2(x2+x+1+—+—2)
x X
1 1
=x2 <(x2+—2>+<x+—>+1>
x x
) 1) 1
=X <x+—> —2+(x+—)+1
x x

Soit en posant :
1
x+;=y
x*+x3+xt+x+1=x2(%+y—1)
Les racines du polyndme en y étant :

—1-+/5 =—1+\/§

Donc:

2 2

, 1 -1++5 1 -1-+5
=X <x+;—T> (x+;_T>

—~1++5 -1-+5
P34t tx+1=x (y-——m | |ly————



1—-+5 1++5
=<x2+ \/_x+1><x2+ 2\/_x+1>

Ainsi :

1—-+/5 145
X4+X3+X2+X+1=<X2+ 5 X+1><X2+ 5 X+1>

2T 41T
= (XZ—ZCOS(?)X+1> (XZ—ZCOS(?>X+1)

Déterminons les formes canoniques des deux facteurs :

vt~ 2cos() s 1= (- cos ()~ (eos(3)) +1

Finalement

(XZ —2cos (Z?TT)X + 1) = (X — cos (?))2 + (sin (?))2

Et par un travail analogue

(1~ 2cos ({2)x 1) = (- eos () + (s ()

Ainsi :
X*+X34X?+X+1=A%+B>
Ou:
A (x (2n> ¥ (4n) +si <2n) ) <4n)
= coS 5 cos 5 Sin 5 Sin 5
=12+ (cos () # cos (3) ) -+ cos () cos (5F) i () sin
= cos 5 cos 5 coS 5 coS 5 Sin 5 Sin
—XP42 X+ (zn)
= ) coSs 5
Et:

B = sin (37) (x = cos (°)) ~sim (45 (= cos (30)
= (sin (&) ~sin (45)) s (A2 cos (32) = cos () sin (37




_ 3m\ . T (2T
= 2 cos (?) sin (— E) X + sin <?>

=-2 21 i X+
= cos( ?) sm( sm( )

Finalement, la décomposition est :

X AKX X 41= (X2 i x4 (2n> 2+ 2 <2n> ' (n)X+ ' <2n> 2
= 5 cos 5 cos 5 sin 5 sin 5

On peut vérifier en développant le membre de droite, ce qui est fastidieux mais n’ayons pas peur des
calculs

Les coefficients sont :
Termeen X*: 1
Termeen X3 : 1

Termeen X2 :
1 21 2T s
) + 2 cos (?> + 4 cos? (?) sin? (E)

2 n) 1—cos (ZTH)

= 2+ 2cos (5 )+ 4cos? (
= cos |\ cos™ |\ >

4

_ 1+8cos (25 )+8005 (ZTH)— 8 cos3 (ZTE)

4

Sachant que 2 cos ( - ) vérifie I'équation :

x>’ +x—-1=0
Donc:

21
4 cos ( >+Zcos(?)— =0
Et donc:
seos? () + 405t () - 205 () =0
cos c cos c cos )=

Soit :

Et le terme devient :
1+ 8cos (ZTT[) + 8 cos? (ZTT[) + 4 cos? (ZTH) —2cos (ZTH)
4




_ 1+ 6 cos (ZTH) + 12 cos? (ZTH)

B 4

1+3 <2 cos (ZTn) + 4 cos? (%))

- 4

143 x1
= 2 =

Termeen X :

2m (2T 2m\ | /W
cos (?) + 4 sin (?> cos (?> sin (E)
2m (4m\ | /W
= cosS (?) + 2 sin (?) sin (E)

= cos (Z?n) + 2 sin? (EH) =1

Terme constant :

2m 21
cos? <?) + sin? (—) =1

C’est donc bien vérifié 1!



