Enoncé

Dans ce probléme, on va démontrer I'existence d’une fonction de R dans R qui est telle que
I'image de tout intervalle non vide et non réduit a un point est R

Préliminaires :

1) Montrer que :

2) Montrer que :

3) En déduire:

Création de la fonction

On définit la fonction f par:

lim tan(n! w x) si elle existe
) = [ fmOm )

0 sinon
4) Soitr € Q, onpose:
r=g, (p,q) €EZ X N*
q
Montrer que :
VrneN: n>q= tan(n! w(x+71)) = tan(n! mx)

et en déduire que pour tout r € Q, f est périodique de période 1 puis que la restriction de
f a Q est I'application nulle.

5) Soity € R
a) Montrer qu'’il existe x € [0, 1] tel que y = tan( m x)

b) Onnote pourtoutn € N :
B $ E[k x]
Un = z k!

k=0

Justifier que (U,,) est convergente. On notera pour la suite L sa limite.



6) a)soitk > n + 3, montrer que :

E[k x] 1

M S k- D &=2)

b) En déduire que pourp >n + 3:

i Elkx] 2 1
n! < —
kKl "n+1 p-1

k=n+2

c) Conclure que :

E[((n+1)x] E[(n+1) x| 2
n+1 sl (L-Un s n+1 +n+1

Puis que :

limn! (L-U,)=x

n-+oo
d) Montrer que :
VneN:nl U, €Z
e) En déduire f(L)
a) Montrer que pour tout y € R 'ensemble y + Q = {y + q, q € Q} est dense dans R
b) En déduire :
V (a,b) € R?: f([a,b]) =R

Et conclure



Corrigé

1) premiére méthode :

Par récurrence en introduisant la proposition logique :

n
1 1 (1 - t)"
_ t dt n
Z k! f ¢
k=0
Initialisation : pourn =0

1 (fa-o°
ot f( ) etdt=1+[e'lj=1+e—-1=¢e

Mo

k=0

Donc Q est vraie

Hérédité : soitn € N tel que @, vraie alors :

On procede a une intégration par partie en posant :

u'(t) = u’ v(t) = et
B (1 _ t)n+1 . 3
u(t) = —m, V'(t) = et

Ainsi :
n 1 — pnt 1(1 — g)n+t
ka_ [ mED) ] f i X
n 1 1(1—t)n+1
ka_ (n+1)'+f0 arr ¢ &

n+1
1 1(1—t)n+1
= E —+f —————etdt
| |
k=0k. o (m+1)!

Donc Q,,,1 vraie

Seconde méthode : On applique la formule de Taylor avec reste intégral a la fonction f(x) = e* sur

I'intervalle [0,1], f étant de classe ¢, sur cet intervalle.

F) = Z( L poo)+ j o ey ar



Ce qui donne directement la formule souhaitée (A noter que la premiére méthode reprend le
principe de démonstration de la formule de Taylor)

2)sur[0,1]ona:

Donc:
o0<@1-v"<1

a-om , 1
—e —

0<
n!

n!

3) On déduit de ce qui précede :

Ta-on 1 e
0< | ——eldt<| —edt=—
o n! o N! n!

Donc en utilisant le théoréme des gendarmes :

lim u etdt=0
n-o+too Jo n!
Et ainsi :
n
li !
Jim > e

k=0

Remarque :

Ce résultat peut étre obtenu de facon plus directe en utilisant le développement en série entiere de
f(x) =e*en1.

4) Rappelons, lorsque les tangentes sont définies :

tan(a) + tan(b)
1 — tan(a) tan(b)

tan(a + b) =

Ainsi :

tan(n! mwx) + tan(n! )

tan(n! +1) = tan(n! 7 x + n! =
an(n ™ (x r)) an(nl 7 x +nl mr) 1 —tan(n! wx) tan(n! 7w r)

Or,enposantn! =q!m, me N :
tan(n! mr) = tan (n! T §> = tan((q - 1)! nm) =0
D’ou:
tan(n! T (x + r)) = tan(n! mx)

Soit alors r € Q. Posons :



rzg, (p,q) EZXN*

soit x € R. Distinguons deux cas :

1 cas: lim tan(n! mx) existe et est donc égale a f(x)
n—-+oo

Dans ce cas, a partirduranggona:
tan(n! T (x + r)) = tan(n! mx)

Donc 111_'1:1 tan(n! 7 (x + 1)) existe et est égale a £ (x). Ainsi :
n—-+oo

fx+r)=f)
f est donc périodique de période r. De plus :
f@)=f0+r)=f0)=0
Donc f s’annule sur I'ensemble des rationnels.
5)

a) Le graphique de la fonction tangente suggeére la démarche a suivre

-1 1

/ -3 -2

NS

-1

-3

En effet, la fonction tangente définit une premiére bijection de [0, /2[ dans [0, + o[ et une seconde
bijection de |7/2, [ dans |—oo, 0[. Distinguons alors deux cas :

1 cas:y=>0alors 3z € [O,%[ 1y = tan(z)

Et en posant :

z 1
xX=—E€ [0,—[ c [0,1]
T 2



on obtient :

y = tan(m x)
2émecas:y < Oalors 3z € [n/2,n[:y = tan(z)
et en posant :

z 11

x = p- € ]E'l[ c [0,1]

on obtient :

y = tan(m x)
b) Distinguons deux cas :
1cas:x =0

La suite (U,,) est une série a termes positifs ou nuls. Elle est donc croissante. De plus, pour tout k €
N*:

Elkx]<kx
Donc:

Elkx] kx  x
k'~ k! (k—=1)!

Et pourn € N*

. . n n n-1
ZEU;x]:zE[:!x]Skzzl(kfl)!zx;ﬁ:x ;%Sm

k=0 k=1

La suite (U,,) est donc croissante et majorée. Elle est donc convergente

2émecas:x <0

La suite (U,,) est une série a termes négatifs. Elle est donc décroissante. De plus, pour toutk € N*:
kx<Elkx]+1

Donc:

kx Elkx] 1

STk .
Et pourn € N*
S <zn:E[kx]+zn: 1 <Zn:E[kx]+
(k- 1)! Kl ! k¢
= k=0 k=0

Or:



Donc:

n
E[k x]
xe—e<z i

k=0
La suite (U,,) est donc décroissante et minorée. Elle est donc convergente
6)
a)Soitk =n+ 3alorsk —3 >ndonc (k—3)! =n!dol

n!

ED s
n! < 1
k=3 (k=-2)(k—Dk ™ (k—2)(k—1Dk
n! E[k x] E[k x] kx 1 1 1

K =Dk -Dk - Ghk-Dhk—Dk - Gk-k-1 k=2 k=1

b) Soit p > n + 3 alors

P p
o Z Elkx] 'E[(n+2)x]+ Z . Elk x]

KTt 2) k!
k=n+2 k=n+3
p
n+2)x 1 1
w2 3 (b
(n+2)! k—2 k-1
k=n+3
b 1 1 1 1 1 2 1

= + — < + — = —
n+1 n+1 p—-1 " n+1 n+1 p-1 n+1 p-1
c) Par passage a la limite en faisant tendre p vers l'infini dans I'inégalité précédente, on obtient :

+ 00

E[k x] 2
n! Z <
k! n+1
k=n+2
Or:
C Elkx]  (Elm+Dx] | < Elkx]
x n x x
n-Up=nt ) T="!<W+ > w )
k=n+1 k=n+2
Donc :
E[(n+1) x] E[(n+1) x] 2 E[(n+1) x] 2
—_————<n! (L — < n! =
n+1 st (L—-Up)=n (n+ 1) n+1 n+1 +n+1
Soit encore :
1 n+1)x—-1 n+Dx+1 2 3
- = <n!(L- < =
Tl n+1 snt(L-Un) < n+1 +n+1 x+n+1

Ainsi, par théoreme des gendarmes :

lim n! (L—-U,) =x

n—-+oo



d)Ona:

Or pour tout k € [0,n] :

Doncn! U, €EZ

e)Ona:
nl_i)rrggnn! L-U)=mx

Donc:

lim tan(nn! (L — U,)) = tan(m x)
Or:

tan(rn!L —wn!U,) = tan(wrn!L)
Donc:

nl_i)r_Poo tan(mrn!L) = tan(m x)
D’ou:
f(L) =tan(mx) =y

7)

a) Soit (a,b) € R? tel que : a < b posons :
a=y+c, b=y+d
Q étant dense dans R, il existe un rationnel g tel que :
c<qg<d
Donc:
y+c<y+qg<y+d
Soit :
a<y+q<b
y + Q est donc dense dans R
b) Soit (a, b) € R? tel que : a < b et soit y € R alors il existe L € R tel que :
y=f)
Or il existe un rationnel r tel que :

O0<r<b-—-a



Etil existe p € Z tel que :
a<L+pr<b (D
En effet

a—1L b—1L
MDHe—<p<——
T Tr

L’existence de p est assurée par le fait que :

b—L a—-L b-—a
— = >1
T T T

Ainsi :
y=fL)=fL+pr)
Donc:

f(a,b]) =R

Tout intervalle I non vide et non réduit a un point contenant un intervalle du type [a, b] ot a < b on
adonc:

f)=R



