Sorte de logarithme complexe :

On consideére la série entiere complexe :
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1) Déterminer le rayon de convergence R de cette série. On notera parlasuite D = {z € C: |z| < R}

2) Donner une expression simple de cette série quand z € [—1, 1] et en déduire une expression
simple de exp(L(z)) dans ce cas

3) On consideére, pour t € [0, 1] la fonction f:t — L(t z) et la fonction g définie par :

g@®) = (A —tz)exp(f(1))

Montrer que f est bien définie et que g est constante sur [0, 1] et en déduire une expression
simple de exp(L(z)) pour z € D.

4) On considére la série complexe de terme général L(z™). Montrer que cette série est absolument
convergente sur D.

5) On posepourz € D :

P(z) =exp <Z L(z"))
n=1

Montrer que :
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P(z) = 1_[ 1—2z"
n=1

6) On considére pour N € N* :

N
1
UN:Hl—z"
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En développant en série entiére chaque facteur du produit et en développant, montrer que Uy

peut se mettre sous la forme :
Eee]
— n
Uy = z PnnN Z
n=1

et définir précisément p,, y puis montrer que pour tout n € N, la suite (pn,N)Nﬂest croissante et

constante a partir du rang n. On notera alors p,, cette valeur constante.
7) On pose pour tout n € N: p,, o = 0 et on considére la série double :
Z (pn,N+1 - pn,N) z"
(n,N)EN2

Justifier que cette série est absolument convergente sur D puis en en calculant la somme de deux
fagons, montrer que :
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8) Montrer que pour tout £ > O ettoutn € N :

nt
P =5 e=in® p(e=t+i9) dg

N|<‘b
|
38—y

Réponses :
1) Posons :
1
an, = ;
Et appliquons la regle de D’alembert :
R = ! =1
- lim an+1| -

n-+owo | An

2) Rappelons le développement en série entiére de la fonction Ln sur |—1,1]
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Doncpourz € [—1,1]

L(z) = Z % =—Ln(l—2)
n=1

exp(L(z)) =T,

3) pourt € [0,1]etz€ Donatz € D donc f est bien définie. g est dérivable sur [0,1] et :

g'(®) =—zexp(f(©)) + (1 =t 2) f'(t) exp(f ()

Or:
feo tTl ZTl
t) =
f6O=>—
n=1
Et pourt € [0,1] :
ntn—l Zn
—| = z]"
n

f est donc, a z fixé dans D, la somme d’une série de la variable t dont la série des dérivées converge
normalement donc uniformément sur [0,1]. Elle est donc dérivable sur [0,1] et sa dérivée s’obtient
par dérivation sous le signe somme :
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Ainsi:

IO = (=2 +1 -t f'©) exp(f(®) = (~2 + (1 ~t2) 7=) exp(f(©)) = 0

Donc g est constante sur [0,1] en particulier :
9(0) = g(1)
Soit :
(1-0) exp(f(0)) = (1 —z) exp(f(1))

Ce qui donne finalement :

1
exp(L(2)) = 17

4) Notons pour toutz € D :

+ oo

L@l <) % = —Ln(1 - |2])

Donc pourtoutz € D,n € N: z" € D donc:
IL(z™)| < —Ln(1 — |z]™)
Or quand n tend vers I'infinion a :
—Ln(1 — |z[")~|z|"

La série de terme général |z|™ converge donc celle de terme général L(z™) est absolument
convergente.

5)
N N N +oo0
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6)
N N +o +00 +00 +00
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_ k +2 ky++Nky —
(k1,kz,...kN)ENN

ol py, v désigne le nombre de N —uplets (ky, ky, ..., ky) d’entiers naturels tels que :

k1+2k2+"'+NkN=n



Notons alors que siun N —uplets (kq, k5, ..., ky) est tel que :

ki+2k,++Nky=n
Alorsle N + 1 —uplets (kq, k5, ..., ky, 0) est tel que :

ky+2k,++Nky+(N+1)0=n
Donc:
PN = Pan+1

OrsiN >netsi:

ki+2k,++Nky=n
alors pourtouti € [n+ 1,N] : k; = 0 etdonc:

PnN = Pnn
7) Notons que
P (T L E R S AR NS TETL
(n,N)ENZ (n,N)EN?Z

Et montrons que cette série double a termes positifs ou nuls converge en considérant d’abord a N
fixé non nul :

q q q
Z(pn,N+1 - pn,N) |z|* = Z PnN+1 |z|™ — Z PnN |z|™
n=0 n=0 n=0

quantité qui converge quand q tend vers I'infini vers :

n_ 1 —1
z(pn,N+1_pn,N) |Z| _1_[1—|Z|k_ 1—|Z|k
n=0 k=1 k=1

Puis pour N =0 :

q q
Z(pn,l - Pn,o) |z|™* = leln
n=0 n=0

guantité qui converge vers :
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Z(pn,l - pTl,O) IZl = 1 _ |Z|
n=0

On consideére alors

M +o M N+1 N
pn,N+1 pn,N - 1— |Z|k 1-— |Z|k 1— |Z|
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Quantité qui converge vers :
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2, 2, Gowes = paa) al” =N11Tmn1— 2I" 1_[1— o T D
N=0n=0

Donc la série double est absolument convergente et la démarche employée pour obtenir sa somme
est analogue et conduit a:

(pn,N+1 - pn,N) z" = P(Z)
(n,N)eN?Z

Or la somme peut étre calculée par inversion des sighes sommes :

too +o +00 +0o
Z Z PnN+1 — pn,N) z" = Z <Zn Z (pn,N+1 - pn,N)) =
n=0N=0 n=0 N=0
+0o0 +00
Z (Z” Jm Py — pn,o)) =) Pnz"
n=0 n=0
Dol :
+00
P& =) par"
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8) Développons sous le signe intégral :
T T +00
1= je‘ing P(e7t*t9) dp = fe‘ine Z pm exp(—mt+im@6) do
-7 -1 m=0
T 4o
f Z mexp(—mt+i(m—n)6) db
— m=0

Considérons alors la suite de fonctions :

fm(60) = ppexp(—mt +i(m—n)0)

Alors pour 8 € [—m, 7] :

Ifm(9)| =DPm et

Etpour t > 0: et €D donc la série de terme général p,, (e~ converge et donc la série de
fonctions de terme général f,,(6) converge normalement donc uniformément sur [—m, ]. On peut
donc intégrer sous le sighe somme :
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i fex’p( mt+i(m— n)@)de_zp e mtfexp(l(m n) 0) do
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Or les intégrales pour lesquelles m # n sont nulles donc :
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D'ou:
T
- fe—ine P(e—t+i 9) do

-1



