Inversion d’un polynéme de matrice nilpotente

Enoncé de I'exercice

Soit une matrice nilpotente d’ordre p, c'est-a-dire vérifant
AP =0
Et:

VO<k<p: A =0

Le but de I'exercice est de montrer dans un premier temps que la famille de matrices
(I; A; A% A”_l) est libre, puis d’inverser les matrices de la forme :

B=2X I+, A+ A* + -+ 4, 4 AP7]

Démarche

1) Caractérelibrede (I; A; A%; ---; AP71)

Partons de la nullité d’une combinaison linéaire :

AT+ A A+ 2, A%+ + 2, 1 AP71 =0

Alors en multipliant successivement par AP~%, AP~2,... A1, A% , nous obtenons le systéme :



(/10 Ap~1 =0

/10 AP—Z + Al Ap_l = 0
4 /10 Ap_3 + Al Ap_z + AZ Ap_l = 0
I :

Mo 4° + M A' + o 42, AP =0

Comme toutes les puissances de A intervenant dans ce systéme sont des matrices non
nulles, nous en déduisons qu’il conduit a :

La famille est donc bien libre

2) Inversion des matrices B

Commencons par établir une condition nécessaire d’inversibilité de telles matrices en notant
que:

B AP~ = ), AP~1

Dong, si B inversible, il existe une matrice C telle que :

BC=CB=1
Alors :
C B AP~ 1 = A C AP~1

Soit :

Ap_l = AO C Ap_l

Doncsidg = 0: AP~1 = 0, ce qui est contradictoire.

Une condition nécessaire d’inversibilité est donc: 4, = 0




dire en cherchant un p-uplet (#0 5 Ups

Montrons qu’elle est suffisante en cherchant I'inverse de B sous une méme forme, c'est-a-
i e ,up_l) tel que:

(Ao T+ A A+ A A2+ o+ Ay APY) (o I+ A+ pp A2+ o4y AP =1

En développant et en considérant le caractére libre de la famille (I; A; A?%; ---; AP7Y),
Nous sommes ramenés a un systéme en (#0 /PR ,up_l):

( %o Ho =1
Ay po + Ao g
/12#0"‘31#1 +/10l12

blp 1Mo+ Ap- 2.“1+ “+ Ao pp-1=0

Or ce systéeme a une matrice triangulaire avec des termes 4, non nuls sur la diagonale. Il est
donc inversible, ce qui prouve que la matrice B I'est



