
 

 

 

 

Corrigé : 

 

𝐴 = (
−2 1 −3
−1 0 0
0 0 3

) 



1) en échangeant les deux premières colonnes, on obtient une matrice triangulaire supérieure avec 

des coefficients diagonaux non nuls donc 𝐴 est de rang 3 

2)  

𝜋𝐴(𝜆) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝜆 𝐼3) = |
−2 − 𝜆 1 −3

−1 −𝜆 0
0 0 3 − 𝜆

| = (3 − 𝜆) |
−2 − 𝜆 1

−1 −𝜆
| 

= (3 − 𝜆) |
−1 − 𝜆 1
−1 − 𝜆 −𝜆

| = (3 − 𝜆) (−1 − 𝜆) |
1 1
1 −𝜆

| 

= (3 − 𝜆) (−1 − 𝜆)2 

𝐴 a donc deux valeurs propres distinctes −1 et 3. 

𝑋 = (
𝑥
𝑦
𝑧
) ∈ 𝔼−1 ⇔ (𝐴 + 𝐼3) 𝑋 = 0 

⇔ {
−𝑥 + 𝑦 − 3 𝑧 = 0

−𝑥 + 𝑦 = 0
4 𝑧 = 0

 

⇔{
𝑥 = 𝑦
𝑧 = 0

 

Donc : 

𝔼−1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡 [(
1
1
0
)] 

𝑋 = (
𝑥
𝑦
𝑧
) ∈ 𝔼3 ⇔ (𝐴 − 3 𝐼3) 𝑋 = 0 

⇔ {
−5 𝑥 + 𝑦 − 3 𝑧 = 0

−𝑥 − 3 𝑦 = 0
0 = 0

 

⇔{
𝑥 = −3 𝑦
3 𝑧 = 16 𝑦

 

Donc : 

𝔼3 = 𝑉𝑒𝑐𝑡 [(
−9
3
16

)] 

Ainsi : 

𝑑𝑖𝑚(𝔼−1) + 𝑑𝑖𝑚(𝔼3) = 2 < 3 

Donc 𝑓 n’est pas diagonalisable. 

3) Soit 𝑣 ∈ 𝔇\{0⃗ } alors 𝑣 est une base de 𝔇 donc il existe un réel 𝜆 tel que : 𝑓(𝑣) = 𝜆 𝑣. 

Donc 𝜆 est une valeur propre de 𝑓 donc 𝜆 vaut −1 ou 3 et 𝔇 est soit 𝔼−1 soit 𝔼3. Les sous espaces 

propres de 𝑓 sont donc les seuls sous espaces de dimension 1 stables par 𝑓. 

 



4)a) 

Soit 𝒫 un plan stable par 𝑓. Alors : 

𝑓(𝒫) ⊂ 𝒫 

Soit (𝑢, 𝑣) une base de 𝒫. Alors : 

𝑓(𝒫) = 𝑉𝑒𝑐𝑡[𝑓(𝑢), 𝑓(𝑣)] 

Or : 

𝑥 𝑓(𝑢) + 𝑦 𝑓(𝑣) = 0 ⇔  𝑓(𝑥 𝑢 + 𝑦 𝑣) = 0 

⇔𝑥 𝑢 + 𝑦 𝑣 ∈ 𝑘𝑒𝑟(𝑓) 

⇔ 𝑥 𝑢 + 𝑦 𝑣 = 0 

⇔ 𝑥 = 𝑦 = 0 

Donc la famille (𝑓(𝑢), 𝑓(𝑣)) est libre. Ainsi : 

𝑑𝑖𝑚(𝑓(𝒫)) = 2 = 𝑑𝑖𝑚(𝒫) 

D’où : 

𝑓(𝒫) = 𝒫 

La réciproque est triviale. 

 

4)b) 

Soit (𝑤1, 𝑤2) une base orthogonale de 𝒫. Posons : 

𝑣 = 𝑎 𝑒1 + 𝑏 𝑒2 + 𝑐 𝑒3 ≠ 0 

On suppose 𝒫 = 𝒫′ alors (𝑤1, 𝑤2) est une base orthogonale de 𝒫′ donc : 

〈𝑣, 𝑤1〉 = 〈𝑣, 𝑤2〉 = 0 

Donc 𝑣 appartient à l’orthogonal de 𝒫 qui est une droite dont une base est le vecteur 𝑢. 

Donc il existe un  réel 𝜆 non nul tel que : 

𝑣 = 𝜆 𝑢 

La réciproque est triviale. 

4) c) Notons que : 

𝑈𝑡  𝑊 = 0 ⇔ 𝑤 ∈ 𝒫 

𝑈𝑡  𝐴 𝑊 = 0 ⇔ 𝑓(𝑤) ∈ 𝒫 

Supposons 𝒫 stable par 𝑓 alors : 

∀ 𝑤 ∈ ℝ3 ∶  𝑤 ∈ 𝒫
 
⇒ 𝑓(𝑤) ∈ 𝒫 



∀ 𝑤 ∈ ℝ3 ∶  𝑓(𝑤) ∈ 𝒫
 
⇒  𝑓(𝑤) ∈ 𝑓(𝒫) ⇒ ∃ 𝑤′ ∈ 𝒫 ∶ 𝑓(𝑤) = 𝑓(𝑤′) ⇒ ∃ 𝑤′ ∈ 𝒫 ∶ 𝑤 = 𝑤′  

⇒𝑤 ∈ 𝒫 

Réciproquement, supposons : 

∀ 𝑤 ∈ ℝ3 ∶  𝑤 ∈ 𝒫 ⇔ 𝑓(𝑤) ∈ 𝒫 

Alors 𝒫 stable par 𝑓 d’où : 

𝒫 stable par 𝑓 ⇔ [∀ 𝑤 ∈ ℝ3 ∶  𝑤 ∈ 𝒫
 
⇒ 𝑓(𝑤) ∈ 𝒫] 

⇔ ∀ 𝑊 ∈ ℳ31(ℝ) ∶  𝑈𝑡  𝑊 = 0 ⇔ 𝑈𝑡  𝐴 𝑊 = 0 

4 d) 

Soit 𝒫 stable par 𝑓 alors : 

𝑤 ∈ 𝒫 ⇔ 𝑈𝑡  𝑊 = 0 ⇔ 𝑈𝑡  𝐴 𝑊 = 0 ⇔ ( 𝐴𝑡  𝑈)
𝑡

  𝑊 = 0 

⇔ ∃ 𝜆 ∈ ℝ ∶  𝐴𝑡  𝑈 = 𝜆 𝑈 

4 e) sous espaces propres de 𝐴𝑡  

𝐴𝑡 = (
−2 −1 0
1 0 0

−3 0 3
) 

𝐴𝑡  et 𝐴 ayant les mêmes valeurs propres, nous allons rechercher les sous espaces propres associés : 

 

𝑋 = (
𝑥
𝑦
𝑧
) ∈ 𝔼−1 ⇔ ( 𝐴𝑡 + 𝐼3) 𝑋 = 0 

⇔ {
−𝑥 − 𝑦 = 0
𝑥 + 𝑦 = 0

−3 𝑥 + 4 𝑧 = 0
 

⇔{
𝑦 = −𝑥
4 𝑧 = 3 𝑥

 

Donc : 

𝔼−1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡 [(
4

−4
3

)] 

𝑋 = (
𝑥
𝑦
𝑧
) ∈ 𝔼3 ⇔ ( 𝐴𝑡 − 3 𝐼3) 𝑋 = 0 

⇔ {
−5 𝑥 − 𝑦 = 0
𝑥 − 3 𝑦 = 0
−3 𝑥 = 0

 

⇔{
𝑥 = 0
𝑦 = 0

 



Donc : 

𝔼3 = 𝑉𝑒𝑐𝑡 [(
0
0
1
)] 

Les plans stables par 𝑓 sont donc les deux plans d’équation : 

4 𝑥 − 4 𝑦 + 3 𝑧 = 0 

et 

𝑧 = 0 

 


