
 

 

Corrigé : 

1) 𝑓 est continue sur ℝ2\{(0,0)} par théorèmes généraux (produit, somme, composée). Il reste donc 

à étudier la continuité en (0,0). Soit donc (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0) alors : 

|𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(0,0)| = |𝑥| |𝑦| 𝐿𝑛(𝑥2 + 𝑦2) = 𝑟2 |𝑐𝑜𝑠(𝜃)|  |𝑠𝑖𝑛(𝜃)| |𝐿𝑛(𝑟2)|  ≤ 2 𝑟2  |𝐿𝑛(𝑟)| 

Or : 

𝑟 = ‖(𝑥, 𝑦)‖2 

Et : 

lim
𝑟→0+

2 𝑟2  |𝐿𝑛(𝑟)| = 0 

Donc pour 𝜀 > 0 il existe 𝛼 > 0 tel que : 

‖(𝑥, 𝑦)‖2 < 𝛼 ⇒ |𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(0,0)| < 𝜀 

Donc : 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(0,0) = 0 

𝑓 est donc continue en (0,0) et donc sur ℝ2 

2) On a : 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0⇔  𝑥 = 0 𝑜𝑢 𝑦 = 0 𝑜𝑢 𝑥2 + 𝑦2 = 1 



𝑓(𝑥, 𝑦) >  0⇔ 

{

𝑥 > 0
𝑦 > 0

𝑥2 + 𝑦2 > 1
   𝑜𝑢 {

𝑥 < 0
𝑦 < 0

𝑥2 + 𝑦2 > 1
  𝑜𝑢 {

𝑥 > 0
𝑦 < 0

𝑥2 + 𝑦2 < 1
  𝑜𝑢 {

𝑥 < 0
𝑦 > 0

𝑥2 + 𝑦2 < 1
  

 

A noter les  propriétés de symétrie : 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 𝑦 𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦2) 

𝑓(−𝑥, 𝑦) = −𝑓(𝑥, 𝑦) 

La nappe est symétrique par rapport à la droite (𝑂𝑦) 

𝑓(𝑥,−𝑦) = −𝑓(𝑥, 𝑦) 

La nappe est symétrique par rapport à la droite (𝑂𝑥) 

𝑓(−𝑥, −𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

La nappe est symétrique par rapport à la droite (𝑂𝑧) 

3) Pour (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0) ∶ 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝑦 𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦2) +

2 𝑥2 𝑦

𝑥2 + 𝑦2
  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑥 𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦2) +

2 𝑦2 𝑥

𝑥2 + 𝑦2
 

Et pour (𝑥, 𝑦) = (0,0) ∶ 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0,0) = lim

𝑥→0

𝑓(𝑥, 0) − 𝑓(0,0)

𝑥
= 0 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(0,0) = lim

𝑦→0

𝑓(0, 𝑦) − 𝑓(0,0)

𝑦
= 0 

 

 



Or pour (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0) ∶ 

{
 

 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 0

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 0

⇔

{
 
 

 
 𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦2) +

2 𝑥2

𝑥2 + 𝑦2
= 0 𝑜𝑢 𝑦 = 0

𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦2) +
2 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
= 0 𝑜𝑢 𝑥 = 0

 

⇔ 

{
 
 

 
 𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦2) +

2 𝑥2

𝑥2 + 𝑦2
= 0

2 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
=

2 𝑥2

𝑥2 + 𝑦2

 𝑜𝑢 {
𝑥 = 0
𝑦 = 1

𝑜𝑢 {
𝑥 = 0
𝑦 = −1

𝑜𝑢 {
𝑥 = −1
𝑦 = 0

𝑜𝑢 {
𝑥 = −1
𝑦 = 0

 

⇔ {
𝑙𝑛(2 𝑥2) + 1 = 0

𝑥 = 𝑦
𝑜𝑢 {

𝑥 = 0
𝑦 = 1

𝑜𝑢 {
𝑥 = 0
𝑦 = −1

𝑜𝑢 {
𝑥 = −1
𝑦 = 0

𝑜𝑢 {
𝑥 = −1
𝑦 = 0

 

⇔ { 2 𝑥2 =
1

𝑒
𝑥 = 𝑦 𝑜𝑢 𝑥 = −𝑦

𝑜𝑢 {
𝑥 = 0
𝑦 = 1

𝑜𝑢 {
𝑥 = 0
𝑦 = −1

𝑜𝑢 {
𝑥 = −1
𝑦 = 0

𝑜𝑢 {
𝑥 = −1
𝑦 = 0

 

⇔ 𝑥 = 𝑦 =
1

√2 𝑒
 𝑜𝑢 𝑥 = 𝑦 = −

1

√2 𝑒
 𝑜𝑢 𝑥 = −𝑦 =

1

√2 𝑒
 𝑜𝑢 𝑥 = −𝑦

= −
1

√2 𝑒
𝑜𝑢 {

𝑥 = 0
𝑦 = 1

𝑜𝑢 {
𝑥 = 0
𝑦 = −1

𝑜𝑢 {
𝑥 = −1
𝑦 = 0

𝑜𝑢 {
𝑥 = −1
𝑦 = 0

 

Il y a donc 9 points en lesquels les deux dérivées partielles s’annulent simultanément : 

𝑂(0,0), 𝐴 (
1

√2 𝑒
,
1

√2 𝑒
) , 𝐵 (−

1

√2 𝑒
, −

1

√2 𝑒
) , 𝐶 (−

1

√2 𝑒
,
1

√2 𝑒
) , 𝐷 (

1

√2 𝑒
, −

1

√2 𝑒
), 

𝐸(1,0), 𝐹(−1,0), 𝐺(0,1),𝐻(0,−1) 

4a) 

Si 𝑓 admet un extremum local en un point où elle admet deux dérivées partielles alors ces dérivées 

partielles sont nulles. Donc les points où il peut y avoir un extremum local sont parmi les 9 points 

déterminés à la question 3). 

Toutefois aux points 𝑂, 𝐸, 𝐹, 𝐺 la fonction s’annule en ces points et présente dans tout voisinage de 

ces points des points où elle est strictement positive et des points où elle est strictement négative. 

Elle ne peut donc avoir d’extremum local en ces points. 

4b) 𝔇 est une partie compacte de ℝ2 sur laquelle 𝑓 est continue donc 𝑓 admet sur 𝔇 un maximum et 

un minimum qu’elle atteint. Or 𝑓 s’annule sur la frontière de 𝔇 et en (0,0) donc ce minimum et ce 

maximum sont atteints en un point intérieur à 𝔇\{(0,0)}. Ce minimum et ce maximum sont donc 

locaux et les deux dérivées partielles sont nulles au point où il est atteint. On en déduit que le minimum 

est : 

𝑓 (
1

√2 𝑒
,
1

√2 𝑒
) =

1

𝑒
 𝑙𝑛 (

1

𝑒
) = −

1

𝑒
 

et qu’il est atteint en 𝐴 et 𝐵 

et le maximum : 

𝑓 (
1

√2 𝑒
, −

1

√2 𝑒
) = −

1

𝑒
 𝑙𝑛 (

1

𝑒
) =

1

𝑒
 



et qu’il est atteint en 𝐶 et 𝐷 

5) 

On a : 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥, 𝑥) = 𝑥2 𝑙𝑛(2 𝑥2) = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(−𝑥, 𝑥) = −𝑥2 𝑙𝑛(2 𝑥2) = −∞ 

 

Donc 𝑓 n’admet pas d’extremum absolu sur ℝ2. 


