Exercice 3

V®)#0,0) f(y)=win(x+y)

On considére la fonction définie sur R’ par:
f(0,0)=0

1) Pour (x,y)#(0,0), on pose r = \[x*+3?, x=rcos#,y =rsin@d (coordonnées polaires).
Montrer que | f(x, y)| < 2r2|]n(r)| . En déduire que f est continue.
2) Donner le signe de f en fonction de (x, y) . Faire un schéma des zones de IR* caractérisant le
signe (strictement positif, strictement négatif, nul) de f.
3) Calculer les dérivées partielles de f. Indication : pour les dérivées partielles en (U, 0) ,
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Deéterminer les points ol les deux dérivées partielles s’annulent simultanément.
4.a) En utilisant la question 2) montrer que f n’admet pas d’extremum local aux points

(1,0),(~1,0),(0,1),(0,1),(0,0).

4.b) On considére 'ensemble D = {(Jc,y),x“ry2 < 1}. Montrer que / admet un minimum et

maximum sur I'ensemble D. (On citera le théoréme utilisé). En déduire que / admet un minimum
local et un maximum local sur D. Donner leurs valeurs..
5) La fonction f admet-elle des extrema globaux ?

Corrigé :

1) f est continue sur R?\{(0,0)} par théorémes généraux (produit, somme, composée). Il reste donc
a étudier la continuité en (0,0). Soit donc (x, y) # (0,0) alors :

If G, y) = £(0,00] = x| [yl Ln(x? + y?) = 1% |cos(O)] Isin(O)| [Ln(r?®)| < 272 |Ln(r)]
Or:
r =1l
Et:
Tl_i)r(r)1+2 r? |Ln(r)| =0
Donc pour € > 0 il existe @ > 0 tel que :
NGl <a=fCxy) —f(0,0)] <e

Donc:

fG,y) =£(0,0)=0

(XY) (0 0)
f est donc continue en (0,0) et donc sur R?
2)Ona:

flx,y) =0 x=00uy=0o0ux?+y?=1



fx,y)> 0
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A noter les propriétés de symétrie :
flo,y) =xyn(x* +y?)
fl=xy)=—-f(xy)

La nappe est symétrique par rapport a la droite (0y)

fO,=y)=—-f(xy)
La nappe est symétrique par rapport a la droite (Ox)
fl=x,=y) = f(x,y)
La nappe est symétrique par rapport a la droite (0z)
3) Pour (x,y) # (0,0) :

2

(')f_ ) ) 2x°y
ax—yln(x +y)+x2+y2
f_ 2y o2y 2VOX
ay—xln(x +y)+x2+y2
Et pour (x,y) = (0,0) :
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Or pour (x,y) = (0,0) :

of 2 42y 42X _ _
(azo(:) In(x +y)+m—00uy—0
d 2
_f=0 ln(x2+y2)+L=Ooux=0
dy x2 +y?
2
(ln(x2 +y2) + % =0
xty ou{: ou{ - ou{x:_ ou{ =1
2y? 2 x? y=1 y=-1 =0 y=0
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Il'y a donc 9 points en lesquels les deux dérivées partielles s’annulent simultanément :

1 1 1 1 1 1 1 1
000.4(==) (- =) ) e )
E(1,0),F(-1,0),6(0,1),H(0,—1)
43)

Si f admet un extremum local en un point ou elle admet deux dérivées partielles alors ces dérivées
partielles sont nulles. Donc les points ou il peut y avoir un extremum local sont parmi les 9 points
déterminés a la question 3).

Toutefois aux points O, E, F, G la fonction s’annule en ces points et présente dans tout voisinage de
ces points des points ol elle est strictement positive et des points ou elle est strictement négative.
Elle ne peut donc avoir d’extremum local en ces points.

4b) D est une partie compacte de R? sur laquelle f est continue donc f admet sur © un maximum et
un minimum qu’elle atteint. Or f s’annule sur la frontiere de D et en (0,0) donc ce minimum et ce
maximum sont atteints en un point intérieur a D\{(0,0)}. Ce minimum et ce maximum sont donc
locaux et les deux dérivées partielles sont nulles au point ou il est atteint. On en déduit que le minimum
est:

et qu’il est atteinten A et B

et le maximum :

()=~ L)



et qu’il est atteinten C et D

5)

Ona:
Jim £ (x,x) = x2In(2x?) =+
lim f(—x,x) = —x?In2x?) = -

X—+00

Donc f n’admet pas d’extremum absolu sur R?.



