
 

 

Corrigé : 

1) a)  on remplace 𝑥 par −𝑥 dans le développement de 𝐿𝑛(1 + 𝑥) 

𝐿𝑛(1 − 𝑥) =  ∑(−1)𝑛−1 

+∞

𝑛=1

(−𝑥)𝑛

𝑛
= − ∑  

+∞

𝑛=1

𝑥𝑛

𝑛
 

1) b)  

𝐿𝑛(1 + 𝑥) − 𝐿𝑛(1 − 𝑥) = ∑(−1)𝑛−1 

+∞

𝑛=1

𝑥𝑛 − (−𝑥)𝑛

𝑛
= ∑(−1)2 𝑝+1−1 

+∞

𝑝=0

𝑥2 𝑝+1 − (−𝑥)2 𝑝+1

2 𝑝 + 1
 

= 2 ∑
𝑥2 𝑝+1

2 𝑝 + 1

+∞

𝑝=0

 

Remarque : 

On retrouve un résultat connu pour le développement en série entière de la réciproque de la 

fonction tangente hyperbolique sur ]−1,1[: 

𝑡ℎ−1(𝑥) =
1

2
 𝐿𝑛 (

1 + 𝑥

1 − 𝑥
) = ∑

𝑥2 𝑝+1

2 𝑝 + 1

+∞

𝑝=0

 

2) a) Introduisons la somme partielle : 



𝑆𝑛(𝑥) = ∑
𝑥2 𝑝+2

𝑝 (𝑝 + 1)(2 𝑝 + 1)

𝑛

𝑝=0

 

Pour 𝑥 ∈ [−1,1] ∶ 

|
𝑥2 𝑝+2

𝑝 (𝑝 + 1)(2 𝑝 + 1)
| ≤

1

𝑝 (𝑝 + 1)(2 𝑝 + 1)
 

Or : 

1

𝑝 (𝑝 + 1)(2 𝑝 + 1)
~

1

3 𝑝3
 

Et la série de terme général 
1

3 𝑝3 converge. On en déduit que la série définie par 𝑆𝑛(𝑥) est normalement 

convergente sur [−1,1] donc en particulier, absolument convergente. 

Pour 𝑥 ∈ ℝ\[−1,1] posons : 

𝑈𝑝 =
𝑥2 𝑝+2

𝑝 (𝑝 + 1)(2 𝑝 + 1)
 

Alors : 

|
𝑈𝑝+1

𝑈𝑝
| =

|𝑥|2 𝑝+3

(𝑝 + 1) (𝑝 + 2)(2 𝑝 + 3)
  

𝑝 (𝑝 + 1)(2 𝑝 + 1)

|𝑥|2 𝑝+1
~|𝑥|2 > 1 

D’après la règle de D’alembert, le terme général de la suite 𝑈𝑝 tend en valeur absolu vers +∞ donc la 

série associée diverge trivialement. 

 

Le rayon de convergence est donc égal à 1 et 𝑆𝑛 converge normalement sur [−1,1] 

 

2) b) On décompose en éléments simples la fraction rationnelle : 

1

𝑥 (𝑥 + 1)(2 𝑥 + 1)
=  

𝑎

𝑥
+

𝑏

𝑥 + 1
+

𝑐

2 𝑥 + 1
 

On multiplie par 𝑥 et on fait tendre 𝑥 vers 0 : 

𝑎 = 1 

On multiplie par 𝑥 + 1 et on fait tendre 𝑥 vers -1 : 

𝑏 = 1 

On multiplie par 𝑥 et on fait tendre 𝑥 vers +∞  : 

0 = 𝑎 + 𝑏 +
𝑐

2
 

Donc : 

𝑐 = −4 

Ainsi pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ ∶ 



1

𝑛 (𝑛 + 1)(2 𝑛 + 1)
=  

1

𝑛
+

1

𝑛 + 1
−

4

2 𝑛 + 1
 

 

2) c) pour 𝑥 ∈ ]−1,1[ ∶ 

𝑆(𝑥) = ∑
𝑥2 𝑛+2

𝑛
𝑛≥1

+ ∑
𝑥2 𝑛+2

𝑛 + 1
𝑛≥1

− 4 ∑
𝑥2 𝑛+2

2 𝑛 + 1
𝑛≥1

 

= 𝑥2 ∑
𝑥2 𝑛

𝑛
𝑛≥1

+ ∑
𝑥2 𝑛

𝑛
𝑛≥2

− 4 𝑥 ∑
𝑥2 𝑛+1

2 𝑛 + 1
𝑛≥1

 

= 𝑥2 ∑
(𝑥2)𝑛

𝑛
𝑛≥1

+ (∑
(𝑥2)𝑛

𝑛
𝑛≥1

− 𝑥2) − 2 𝑥 ( 2 ∑
𝑥2 𝑛+1

2 𝑛 + 1
𝑛≥0

− 2 𝑥) 

= −𝑥2 𝐿𝑛(1 − 𝑥2) + (− 𝐿𝑛(1 − 𝑥2) − 𝑥2) − 2 𝑥 (𝐿𝑛(1 + 𝑥) − 𝐿𝑛(1 − 𝑥) − 2 𝑥) 

= (−1 − 𝑥2) (𝐿𝑛(1 − 𝑥) + 𝐿𝑛(1 + 𝑥)) − 2 𝑥 𝐿𝑛(1 + 𝑥) + 2 𝑥 𝐿𝑛(1 − 𝑥) + 3 𝑥2 

= −(1 + 2 𝑥 + 𝑥2) 𝐿𝑛(1 + 𝑥) − (1 − 2 𝑥 + 𝑥2) 𝐿𝑛(1 − 𝑥) + 3 𝑥2 

𝑆(𝑥) = −(1 + 𝑥)2 𝐿𝑛(1 + 𝑥) − (1 − 𝑥)2 𝐿𝑛(1 − 𝑥) + 3 𝑥2 

 

3) a) Déjà vu en 2) a) 

3) b) 𝑆𝑛  convergeant normalement sur [−1,1] elle converge uniformément sur ce même intervalle. 

Or le terme général 𝑢𝑛 de 𝑆𝑛 est une fonction continue sur [−1,1] donc la limite uniforme de 𝑆𝑛 est 

continue sur [−1,1]. 

On en déduit : 

𝑆(−1) = 𝑆(1) = lim
𝑥→1−

𝑆(𝑥) 

= lim
ℎ→0+

−(1 + (1 − ℎ))
2

 𝐿𝑛(1 + (1 − ℎ)) − (1 − (1 − ℎ))
2

 𝐿𝑛(1 − (1 − ℎ)) + 3 (1 − ℎ)2 

= lim
ℎ→0+

−(2 − ℎ)2 𝐿𝑛(2 − ℎ) − ℎ2 𝐿𝑛(ℎ) + 3 (1 − ℎ)2 

𝑆(−1) = 𝑆(1) = 3 − 4 𝐿𝑛(2) 

 


