
 

 

   

  

Exercice 1 :   

a)   

𝑀𝑎
2 = (

1 0 0
1 − 𝑎 𝑎 0

0 1 − 𝑎 𝑎
) (

1 0 0
1 − 𝑎 𝑎 0

0 1 − 𝑎 𝑎
) = (

1 0 0
1 − 𝑎2 𝑎2 0

(1 − 𝑎)2 2 𝑎 (1 − 𝑎) 𝑎2
) 

b)  En ne considérant que les termes diagonaux : 



𝑥 𝐼3 + 𝑦 𝑀𝑎 + 𝑧 𝑀𝑎
2 = 0 ⇒ {

𝑥 + 𝑦 + 𝑧

𝑥 + 𝑎 𝑦 + 𝑎2 𝑧 = 0 

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 + 𝑎2 𝑧 = 0

   

⇒ {

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0   (1)

𝑥 + 𝑎 𝑦 + 𝑎2 𝑧 = 0   (2) 
𝑥 + 𝑦 +  𝑎 𝑧 = 0   (3)

 

⇒ {

(𝑎 − 1) 𝑧 = 0   (3) − (1)

𝑥 + 𝑎 𝑦 + 𝑎2 𝑧 = 0   (2) 
𝑥 + 𝑦 +  𝑎 𝑧 = 0   (3)

 

⇒ {

𝑧 = 0
𝑥 + 𝑎 𝑦 = 0   (2′) 

𝑥 + 𝑦 = 0   (3′)
 

⇒ {

𝑧 = 0
𝑥 + 𝑎 𝑦 = 0   (2′) 

(1 − 𝑎) 𝑦 = 0   (3′) − (2′)
 

⇒  𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0 

Donc (𝐼3, 𝑀𝑎 , 𝑀𝑎
2) est une famille libre. 

2 a) Le polynôme caractéristique de 𝑀𝑎 est : 

𝜋𝑀𝑎
(𝑋) = |

1 − 𝑋 0 0
1 − 𝑎 𝑎 − 𝑋 0

0 1 − 𝑎 𝑎 − 𝑋
| = (1 − 𝑋) (𝑎 − 𝑋)2 

2 b) D’après le théorème de Cayley Hamilton,  𝜋𝑀𝑎
(𝑋) est un polynôme annulateur de 𝑀𝑎 donc : 

(𝐼3 − 𝑀𝑎) (𝑎 𝐼3 − 𝑀𝑎)2 = 0 

Soit en développant : 

(𝐼3 − 𝑀𝑎) (𝑎2 𝐼3 − 2 𝑎 𝑀𝑎 + 𝑀𝑎
2) = 0 

𝑎2 𝐼3 − (𝑎2 + 2 𝑎) 𝑀𝑎 + (2 𝑎 + 1) 𝑀𝑎
2 − 𝑀𝑎

3 = 0 

𝑀𝑎
3 = (2 𝑎 + 1) 𝑀𝑎

2 − (𝑎2 + 2 𝑎) 𝑀𝑎 + 𝑎2 𝐼3 

2 c) Comme 𝐸 est un sous espace vectoriel toute combinaison linéaire d’éléments de 𝐸 est dans 𝐸. 

Ainsi : 

𝑀𝑎
3 ∈ 𝐸 

3 a) Introduisons la proposition logique 𝑃𝑛 pour 𝑛 ∈ ℕ ∶ 

∀ 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧ ∶ 𝑀𝑎
𝑘 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡[𝐼3, 𝑀𝑎 , 𝑀𝑎

2] = 𝐸 

La proposition est vraie pour 𝑛 = 0,1,2,3. Supposons là vraie pour un entier 𝑛 ≥ 3 alors : 

𝑀𝑎
𝑛+1 = 𝑀𝑎

𝑛−2𝑀𝑎
3 = 𝑀𝑎

𝑛−2 (𝑎2 𝐼3 − (𝑎2 + 2 𝑎) 𝑀𝑎 + (2 𝑎 + 1) 𝑀𝑎
2) 

=  𝑎2 𝑀𝑎
𝑛−2 − (𝑎2 + 2 𝑎) 𝑀𝑎

𝑛−1 + (2 𝑎 + 1) 𝑀𝑎
𝑛 

Or, par hypothèse de récurrence, 𝑀𝑎
𝑛−2, 𝑀𝑎

𝑛−1 et 𝑀𝑎
𝑛 sont dans 𝐸. Donc : 



𝑀𝑎
𝑛+1 ∈ 𝐸 

La proposition 𝑃𝑛 est donc vraie pour tout 𝑛 ∈ ℕ. 

(𝐼3, 𝑀𝑎 , 𝑀𝑎
2) étant une base de 𝐸, on en déduit pour tout 𝑛 ∈ ℕ l’existence d’un unique triplet de 

réels (𝑢𝑛, 𝑣𝑛, 𝑤𝑛) tel que : 

𝑀𝑎
𝑛 = 𝑢𝑛 𝑀𝑎

2 + 𝑣𝑛 𝑀𝑎 + 𝑤𝑛 𝐼3  

3 b)  

(𝑢0, 𝑣0, 𝑤0) = (0,0, 1) 

On a pour tout 𝑛 ∈ ℕ : 

𝑀𝑎
𝑛+1 = 𝑀𝑎  𝑀𝑎

𝑛 = 𝑢𝑛 𝑀𝑎
3 + 𝑣𝑛 𝑀𝑎

2 + 𝑤𝑛 𝑀𝑎 

= 𝑢𝑛  ((2 𝑎 + 1) 𝑀𝑎
2 − (𝑎2 + 2 𝑎) 𝑀𝑎 + 𝑎2 𝐼3) + 𝑣𝑛 𝑀𝑎

2 + 𝑤𝑛 𝑀𝑎 

= ((2 𝑎 + 1) 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛) 𝑀𝑎
2 + (−(𝑎2 + 2 𝑎) 𝑢𝑛 + 𝑤𝑛) 𝑀𝑎 + 𝑎2 𝑢𝑛 𝐼3 

Donc : 

{

𝑢𝑛+1 = (2 𝑎 + 1) 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛

𝑣𝑛+1 = −(𝑎2 + 2 𝑎) 𝑢𝑛 + 𝑤𝑛

𝑤𝑛+1 = 𝑎2 𝑢𝑛

 

3 c) 

On a pour tout 𝑛 ∈ ℕ : 

𝑣𝑛+2 = −(𝑎2 + 2 𝑎) 𝑢𝑛+1 + 𝑤𝑛+1 = −(𝑎2 + 2 𝑎) 𝑢𝑛+1 + 𝑎2 𝑢𝑛 

et 

𝑢𝑛+3 = (2 𝑎 + 1) 𝑢𝑛+2 + 𝑣𝑛+2 

𝑢𝑛+3 = (2 𝑎 + 1) 𝑢𝑛+2 − (𝑎2 + 2 𝑎) 𝑢𝑛+1 + 𝑎2 𝑢𝑛 

Non demandé : démonstration de la formule admise : 

L’équation caractéristique associée à la relation de récurrence précédente est : 

𝑟3 − (2 𝑎 + 1) 𝑟2 + (𝑎2 + 2 𝑎) 𝑟 − 𝑎2 = 0 

Or 𝑟 = 𝑎 est une racine évidente donc l’équation devient : 

(𝑟 − 𝑎) (𝑟2 + 𝑏 𝑟 + 𝑎)) = 0 

Où on trouve par identification : 

𝑏 =  −(𝑎 + 1) 

Donc l’équation est équivalente à : 

(𝑟 − 𝑎) (𝑟2 − (𝑎 + 1 + 𝑎)) = 0 

Or 𝑟 = 𝑎 est encore une racine évidente du facteur du second degré, donc  : 

(𝑟 − 𝑎)2 (𝑟 − 1) = 0 



L’équation a donc une racine simple 1 et une racine double 𝑎. La solution générale de la relation de 

récurrence est donc de la forme : 

𝑢𝑛 = (𝐴 𝑛 + 𝐵) 𝑎𝑛 + 𝐶 

Où 𝐴, 𝐵, 𝐶 sont des constantes réelles, déterminées par les conditions initiales. En effet : 

𝑢0 = 𝐵 + 𝐶 = 0 

Donc : 

𝐵 = −𝐶 

𝑢1 = (2 𝑎 + 1) 𝑢0 + 𝑣0 = 0 

Donc : 

(𝐴 + 𝐵) 𝑎 + 𝐶 = 0 

𝐴 𝑎 − 𝐶 𝑎 + 𝐶 = 0 

𝐴 = 𝐶 
𝑎 − 1

𝑎
 

𝑢2 = (2 𝑎 + 1) 𝑢1 + 𝑣1 = 𝑣1 = −(𝑎2 + 2 𝑎) 𝑢0 + 𝑤0 = 𝑤0 = 1 

Donc : 

(2 𝐴 + 𝐵) 𝑎2 + 𝐶 = 1 

(2 𝐶 
𝑎 − 1

𝑎
− 𝐶) 𝑎2 + 𝐶 = 1 

2 𝐶 (𝑎 − 1) 𝑎 − 𝑎2 𝐶 + 𝐶 = 1 

𝑎2 𝐶 − 2 𝑎 𝐶 + 𝐶 = 1 

𝐶 =
1

(1 − 𝑎)2
 

D’où : 

𝑢𝑛 =
1

(1 − 𝑎)2
 ((

𝑎 − 1

𝑎
 𝑛 − 1) 𝑎𝑛 + 1) 

𝑢𝑛 =
𝑛 𝑎𝑛 − 𝑛 𝑎𝑛−1 −  𝑎𝑛 + 1

(1 − 𝑎)2
 

Finalement : 

𝑢𝑛 =
(𝑛 − 1) 𝑎𝑛 − 𝑛 𝑎𝑛−1 + 1

(1 − 𝑎)2
 

 

4 a) on a : 

lim
𝑛→+∞

(𝑛 − 1) 𝑎𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑛 𝑎𝑛−1 = 0 



Donc : 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 =
1

(1 − 𝑎)2
 

 

𝑣𝑛 = 𝑢𝑛+1 − (2 𝑎 + 1) 𝑢𝑛 

Donc : 

lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 =
1

(1 − 𝑎)2
− (2 𝑎 + 1) 

1

(1 − 𝑎)2
=

−2 𝑎

(1 − 𝑎)2
 

 

𝑤𝑛 = 𝑎2 𝑢𝑛−1 

Donc : 

lim
𝑛→+∞

𝑤𝑛 =
𝑎2

(1 − 𝑎)2
 

 

On en déduit : 

lim
𝑛→+∞

𝑀𝑎
𝑛 =

1

(1 − 𝑎)2
 (𝑀𝑎

2 − 2 𝑎 𝑀𝑎 + 𝑎2 𝐼3) =
1

(1 − 𝑎)2
 (𝑀𝑎 −  𝐼3)2  

Or : 

𝑀𝑎 −  𝐼3 = (1 − 𝑎) (
1 0 0
1 0 0
0 1 0

)  

Donc : 

𝐿𝑎 =
1

(1 − 𝑎)2
 (𝑀𝑎 −  𝐼3)2 = (

1 0 0
1 0 0
0 1 0

)

2

= (
1 0 0
1 0 0
1 0 0

) 

4 b) On vérifie aisément  : 𝐿𝑎
2 = 𝐿𝑎 

4 c) 

𝑋 ∈ 𝑘𝑒𝑟(𝑓𝑎 − 𝐼𝑑 ) ⇒ 𝑀𝑎 𝑋 = 𝑋 

⇒   ∀ 𝑛 ∈ ℕ ∶  𝑀𝑎
𝑛 𝑋 = 𝑋 (𝑟é𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒 é𝑣𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒) 

⇒    𝐿𝑎 𝑋 = 𝑋  (𝑝𝑎𝑠𝑠𝑎𝑔𝑒 à 𝑙𝑎 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒) 

⇒  𝑋 ∈ 𝑘𝑒𝑟(𝜑𝑎 − 𝐼𝑑 ) 

Donc : 

𝑘𝑒𝑟(𝑓𝑎 − 𝐼𝑑 ) ⊂ 𝑘𝑒𝑟(𝜑𝑎 − 𝐼𝑑 ) 



Or : 

𝐿𝑎 − 𝐼3 = (
0 0 0
1 −1 0
1 0 −1

) 

Les deux premières colonnes sont libres et la somme des trois colonnes est nulle donc 𝐿𝑎 − 𝐼3 est de 

rang 2 et d’après le théorème du rang : 

𝑑𝑖𝑚(𝑘𝑒𝑟(𝜑𝑎 − 𝐼𝑑 )) = 𝑑𝑖𝑚(ℝ3) − 𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝜑𝑎 − 𝐼𝑑 )) = 3 − 2 = 1 

De même : 

𝑀𝑎 − 𝐼3 = (1 − 𝑎) (
0 0 0
1 −1 0
0 1 −1

) = (1 − 𝑎) (𝐿𝑎 − 𝐼3)  

Cette matrice est de même rang que 𝐿𝑎 − 𝐼3 et donc : 

𝑑𝑖𝑚(𝑘𝑒𝑟(𝑓𝑎 − 𝐼𝑑 )) = 𝑑𝑖𝑚(ℝ3) − 𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓𝑎 − 𝐼𝑑 )) = 3 − 2 = 1 

Ainsi : 

𝑑𝑖𝑚(𝑘𝑒𝑟(𝑓𝑎 − 𝐼𝑑 )) = 𝑑𝑖𝑚(𝑘𝑒𝑟(𝜑𝑎 − 𝐼𝑑 )) 

D’où : 

𝑘𝑒𝑟(𝑓𝑎 − 𝐼𝑑 ) = 𝑘𝑒𝑟(𝜑𝑎 − 𝐼𝑑 ) 

 

𝑌 ∈ 𝐼𝑚(𝑓𝑎 − 𝐼𝑑 ) ⇒ ∃ 𝑋 ∈ ℝ3 ∶  𝑌 =  𝑀𝑎 𝑋 − 𝑋 

⇒   ∀ 𝑛 ∈ ℕ ∶  𝑀𝑎
𝑛 𝑌 = 𝑀𝑎

𝑛+1 𝑋 − 𝑀𝑎
𝑛 𝑋 

⇒   𝐿𝑎  𝑌 = 𝐿𝑎  𝑋 − 𝐿𝑎 𝑋 = 0 (𝑝𝑎𝑟 𝑝𝑎𝑠𝑠𝑞𝑔𝑒 à 𝑙𝑎 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒) 

⇒ 𝑌 ∈ 𝑘𝑒𝑟(𝜑𝑎) 

Donc : 

𝐼𝑚(𝑓𝑎 − 𝐼𝑑 ) ⊂ 𝑘𝑒𝑟(𝜑𝑎) 

Or 𝐿𝑎 est de rang 1 donc : 

𝑑𝑖𝑚(𝑘𝑒𝑟(𝜑𝑎)) = 2 

Et donc : 

𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑓𝑎 − 𝐼𝑑 )) = 𝑑𝑖𝑚(𝑘𝑒𝑟(𝜑𝑎)) 

D’où : 

𝐼𝑚(𝑓𝑎 − 𝐼𝑑 ) = 𝑘𝑒𝑟(𝜑𝑎) 

 

 



 


