
 

 

Corrigé : 

1a)  

lim
𝑡→0

ℎ(𝑡) = 1 

1b) Le développement en série entière sur ℝ de 𝑒𝑡 est : 

 

𝑒𝑡 = ∑
𝑡𝑘

𝑘!

+∞

𝑘=0

 

On en déduit : 

𝑒𝑡 − 1

𝑡
= ∑

𝑡𝑘−1

𝑘!

+∞

𝑘=1

 

ℎ(𝑡) =
1

1 + ∑
𝑡𝑘−1

𝑘!
+∞
𝑘=2

 



Soit : 

0 < ℎ(𝑡) < 1 

2) L’intégrale a deux bornes impropres. 

En +∞ ∶ 

𝑡 𝑒−𝑡 𝑥

𝑒𝑡 − 1
~𝑡 𝑒−(𝑥+1) 𝑡 

Si 𝑥 + 1 ≥ 0 l’intégrale diverge. 

Si 𝑥 + 1 < 0 

lim
𝑡→+∞

𝑡2 𝑡 𝑒−(𝑥+1) 𝑡 = 0 

D’après la règle de Riemann, l’intégrale converge 

En 0 : 

lim
𝑡→0+

𝑡 𝑒−𝑡 𝑥

𝑒𝑡 − 1
= 1 

La fonction à intégrer est prolongeable par continuité, donc l’intégrale converge. 

3) Sur ]0, +∞[ ∶ 

0 ≤
𝑡 𝑒−𝑡 𝑥

𝑒𝑡 − 1
≤ 𝑒−𝑡 𝑥 

Donc : 

0 ≤ ∫
𝑡 𝑒−𝑡 𝑥

𝑒𝑡 − 1
 𝑑𝑡

+∞

0

≤ ∫ 𝑒−𝑡 𝑥  𝑑𝑡
+∞

0

=
1

𝑥
 

On en déduit par comparaison  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 

4) Pour 𝑥 > 0 ∶ 

𝑓(𝑥 − 1) − 𝑓(𝑥) = ∫
𝑡 (𝑒−𝑡 (𝑥−1) − 𝑒−𝑡 𝑥)

𝑒𝑡 − 1
 𝑑𝑡

+∞

0

 

= ∫
𝑡  𝑒−𝑡 𝑥  (𝑒𝑡 − 1)

𝑒𝑡 − 1
 𝑑𝑡

+∞

0

= ∫ 𝑡  𝑒−𝑡 𝑥  𝑑𝑡
+∞

0

= [−𝑡 
 𝑒−𝑡 𝑥

𝑥
]

0

+∞

+ ∫
 𝑒−𝑡 𝑥

𝑥
 𝑑𝑡

+∞

0

=
1

𝑥2
 

Donc pour tout 𝑘 ∈ ⟦1, +∞[∶  

𝑓(𝑥 + 𝑘 − 1) − 𝑓(𝑥 + 𝑘) =
1

(𝑥 + 𝑘)2
 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑓(𝑥 + 𝑘 − 1) − 𝑓(𝑥 + 𝑘)

+∞

𝑘=1

= ∑
1

(𝑥 + 𝑘)2

+∞

𝑘=1

 

 


