Exercice 4

On considére la fonetion [ définie par :

+o0 tl’f_tr
f(T)=[n g dt

1) On pose :
t

et —1

1.a) Déterminer la limite de la fonction h lorsque t = 0.
=

Yt > 0,h(t) =

1.b) Rappeler le développement en série entiére de la fonction t — €'.

En déduire que pout tout t >0, 0 < h(t) < 1.
2) Montrer que la fonction f est définie sur Uintervalle | — 1, +00].

3) Déterminer lim f(z).
T—r+00

4) Soit z > 0. Caleuler f(z — 1) — f(z).

En déduire l'expression de f(x) a laide d'une somme de série.

5) Aurait-on pu trouver le résultat précédent a l'aide du théoréme d’intégration
terme a terme ?

Corrigé :
1a)
%1_1)% h(t) =1

1b) Le développement en série entiére sur R de et est :

k
et = v
k!
k=0
On en déduit :
et —1 <okt
t Z k!
k=1
h(t) =



Soit :

0<h(t)<1
2) L'intégrale a deux bornes impropres.
En +oo:

t e—tx

~t e—(x+1) t

Six + 1 = 0 lintégrale diverge.
Six+1<0

lim t2te (*Dt =

t—>+c

D’apres la regle de Riemann, l'intégrale converge
EnO:

te—tx

im =
t-0t et — 1

La fonction a intégrer est prolongeable par continuité, donc I'intégrale converge.

3) Sur 0, +oo] :

Donc:

On en déduit par comparaison

lim f(x)=0
xX—>+o00
4)Pourx > 0:
+ooy (e—t (x—1) _ e—tx)
fa-D-fe = | i
Tt oTtx (gt — 1) +00 e~ tx]t® +oo ,—tx 1
:J dtzj t e t¥dt= |-t +f dt = —
0 et —1 0 x ], o x x?
Donc pour tout k € [1,4+oo[:
k—1)— K= —
fatk=1 =[G40 = s

+00 +oo 1
f(x)=;f(x+k—1)—f(x+k)=;m



