
 

 

 

Corrigé  : 

1a) 𝑎 = 1 

𝑀 = (
2 0 −1
0 1 0
1 0 0

) , 𝑀 − 𝐼3 = (
1 0 −1
0 0 0
1 0 −1

) , (𝑀 − 𝐼3)2 = (
0 0 0
0 0 0
0 0 0

) 



1b) La matrice étant d’ordre impair, elle admet au moins une valeur propre réelle. 

Soit alors 𝜆 une valeur propre réelle de 𝑀 et 𝑉 un vecteur propre non nul associé, alors : 

𝑀 𝑉 = 𝜆  𝑉 

𝑀2 𝑉 = 𝑀 𝜆  𝑉 = 𝜆  𝑀 𝑉 = 𝜆2  𝑉  

(𝑀 − 𝐼3)2 𝑉 = 𝑀2 𝑉 − 2 𝑀 𝑉 + 𝑉 = (𝜆2 − 2 𝜆 + 1) 𝑉 = (𝜆 − 1)2 𝑉 

(𝑀 − 𝐼3)2 = 0 𝑒𝑡 𝑉 ≠ 0 𝑑𝑜𝑛𝑐 (𝜆 − 1)2 = 0 𝑑′𝑜ù 𝜆 = 1 

𝑀 a donc pour unique valeur propre 1. 

1c) 𝑀 ≠ 𝐼3 donc 𝑀 n’est pas diagonalisable. 0 n’est pas valeur propre de 𝑀 donc 𝑀 est inversible. 

 

2a) 𝑎 = 0 

𝑀 = (
2 −1 −1
1 0 −1
1 −1 0

) 

det(𝑀 − 𝜆 𝐼3) = |
2 − 𝜆 −1 −1

1 −𝜆 −1
1 −1 −𝜆

| = |
1 − 𝜆 0 −1
1 − 𝜆 1 − 𝜆 −1

1 𝜆 − 1 −𝜆
| = (1 − 𝜆)2 |

1 0 −1
1 1 −1
0 −1 −𝜆

| 

= (1 − 𝜆)2 |
1 0 0
1 1 0
0 −1 −𝜆

| = −𝜆(1 − 𝜆)2 

Les valeurs propres de 𝑀 sont donc 0 et 1. 

2b) sous espaces propres 

On pose : 

𝑉 = (
𝑥
𝑦
𝑧

) 

𝑀 𝑉 = 0 ⇔ {
2 𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 0

𝑥 − 𝑧 = 0
𝑥 − 𝑦 = 0

⇔ {
𝑥 = 𝑧
𝑥 = 𝑦 

(𝑀 − 𝐼3) 𝑉 = 0 ⇔ {

𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 0
𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 0
𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 0

⇔  𝑥 = 𝑦 + 𝑧 

Donc : 

𝔼0 = 𝑉𝑒𝑐𝑡 ((
1
1
1

)) , 𝔼1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡 ((
1
1
0

) , (
1
0
1

) )  

𝑑𝑖𝑚(𝔼0) + 𝑑𝑖𝑚(𝔼1) = 3 

Donc 𝑀 est diagonalisable 

3a) 𝑎 ≠ 0 𝑒𝑡 𝑎 ≠ 1 



det(𝑀 − 𝜆 𝐼3) = |
2 − 𝜆 𝑎 − 1 −1
1 − 𝑎 𝑎 − 𝜆 𝑎 − 1

1 𝑎 − 1 −𝜆
| = |

1 − 𝜆 0 𝜆 − 1
1 − 𝑎 𝑎 − 𝜆 𝑎 − 1

1 𝑎 − 1 −𝜆
| = |

1 − 𝜆 0 0
1 − 𝑎 𝑎 − 𝜆 0

1 𝑎 − 1 1 − 𝜆
| 

= (1 − 𝜆)2 |
1 0 0

1 − 𝑎 𝑎 − 𝜆 0
1 𝑎 − 1 1

| = (𝑎 − 𝜆)(1 − 𝜆)2 

Les valeurs propres de 𝑀 sont donc 𝑎 et 1. 

3b) sous espaces associés 

On pose : 

𝑉 = (
𝑥
𝑦
𝑧

) 

(𝑀 − 𝐼3) 𝑉 = 0 ⇔ {

𝑥 + (𝑎 − 1) 𝑦 − 𝑧 = 0
(1 − 𝑎) 𝑥 + (𝑎 − 1) 𝑦 + (𝑎 − 1) 𝑧 = 0

𝑥 + (𝑎 − 1) 𝑦 − 𝑧 = 0

⇔ {
𝑥 = 𝑧
𝑦 = 0 

(𝑀 − 𝑎 𝐼3) 𝑉 = 0 ⇔ {

(2 − 𝑎) 𝑥 + (𝑎 − 1) 𝑦 − 𝑧 = 0
(1 − 𝑎) 𝑥 + (𝑎 − 1) 𝑧 = 0
𝑥 + (𝑎 − 1) 𝑦 − 𝑎 𝑧 = 0

⇔  𝑥 = 𝑦 = 𝑧 

Donc : 

𝔼𝑎 = 𝑉𝑒𝑐𝑡 ((
1
1
1

)) , 𝔼1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡 ((
1
0
1

) )  

𝑑𝑖𝑚(𝔼𝑎) + 𝑑𝑖𝑚(𝔼1) = 2 < 3 

Donc 𝑀 n’est pas diagonalisable 

3 c) Posons 

𝑈 = (
1
1
1

) , 𝑉 = (
1
0
1

) , 𝑊 = (
𝑥
𝑦
𝑧

) 

𝑀 𝑊 = 𝑉 + 𝑊 ⇔ (𝑀 − 𝐼3) 𝑊 = 𝑉 

⇔ {

𝑥 + (𝑎 − 1) 𝑦 − 𝑧 = 1
(1 − 𝑎) 𝑥 + (𝑎 − 1) 𝑦 + (𝑎 − 1) 𝑧 = 0

𝑥 + (𝑎 − 1) 𝑦 − 𝑧 = 1

 

⇔  {
𝑥 + (𝑎 − 1) 𝑦 − 𝑧 = 1

𝑥 = 𝑦 + 𝑧
 

⇔ {
𝑦 = 𝑎−1

𝑥 = 𝑎−1 + 𝑧
 

Si on prend donc  𝑧 = 0 et : 

𝑊 = (
𝑎−1

𝑎−1

0

) 



On peut définir la matrice de passage de la base canonique à la base : (𝑈, 𝑉, 𝑊) 

𝑃 = (
1 1 𝑎−1

1 0 𝑎−1

1 1 0

) 

On a alors : 

𝑀 𝑈 = 𝑎 𝑈, 𝑀 𝑉 = 1 𝑉, 𝑀 𝑊 = 1 𝑉 + 1 𝑊 

La matrice de 𝑓 dans cette base est donc la matrice 𝑇. Ainsi : 

𝑀 𝑃 = 𝑃 𝑇 

Soit : 

𝑀 = 𝑃 𝑇 𝑃−1 

 


