Exercice 5

Soit (H,) ., lasuite définie par: Vne N*, H, = zl .
. =

1) Rappeler la limite, finie ou infinie de (H,, )Nzl . (On ne demande pas de.démonstration.)

1= (1=u)"

u

2.a) Soit x un réel positif ou nul fixé. Montrer que la fonction # >
Jo.1}.

On pose, pour tout réel x>0, F(x)= J:

est intégrable sur

1-(-w}
174

2.b) Montrer que F est croissante sur R*.

2.¢) Calculer, pour x € R*, F(x+1)—F(x).En déduire la valeur de F(») en fonction de H, pour

nelN*,

-1
Int

3) Pour x20 et te]ﬂ,l[, on pose g(x,)=

3.a) Montrer que la fonction f > g(x,r) est prolongeable par continuité en 0 et en 1. Pour x e R*,

on pose G(x) = j:%d i

3.b) Montrer que G est de classe C' sur R, Calculer G' puis G .

4) On admettra que F(x) ~ G(x). En déduire un équivalent de H, lorsque 1 —» +c0.
r—rt= .

Corrigé :

1) Posons g(t) = % . Cette fonction étant positive et décroissante sur [1, +oo] la série de terme

général g(n) est du point de vue de la convergence de méme nature que I'intégrale flxg(t)dt =
Ln(X) quitend vers +oo quand X tend vers +oo . Donc :

n
li L_
fim ) 5=+
k=0

2) a) Posons sur ]0,1[ pour x fixé :

1-(1-uw*
u

fw =

f est continue sur ]0,1[ et :



lim f(u)=1
u-1"-
EnO:

1 — exLn(-u) x Ln(1 —u)

f) = ————~-

u

Donc f est prolongeable par continuité sur [0,1] et le prolongement est intégrable au sens de
Riemann sur le méme intervalle.

2 b) Posons pour u fixé dans ]0,1] :

1— (1 _ u)x 1 —e* Ln(1-u)
px) = ” = ”
@ est dérivable sur [0, +oo] et

Ln(l _ u) e* Ln(1-u)

"(x) = — >0
@'(x) ”

@ est donc croissante sur [0, +oo[. Ainsisi 0 < x < y alors :

1-(1-w* <1—(1—u)y

vu €]0,1]: ” < ”

Donc:

U1 —(1-u* 1 -01-uw?
V(t,t')€]0,1[2=t<t’=>f %dug—[ ¥du
t t

u

Par passage a la limite en 0 et en 1, on en déduit :

du

fll—(l—u)xdu<f11—(1—u)y
0 u ~Jo

u

Donc F est croissante sur [0, +oo[

2c)

1 _ X _ _ x+1 _ —
F(x+1)—F(x)=f d-w' -d-w f(1 x 1 (1 Y

0 u

1 _ x+1 11
:f(l—u)xdu=[—(1 ) ] _
0

x+1 x+1

Donc, pour toutn € N* :
1
F(n)—F(n—1) =

Et:

n

Z(F(k) Flk— 1)) = z

k=1



Soit, en ayant reconnu une somme télescopique :
F(n) — F(0) = Hy
D’ol, en notant que F(0) = 0 :

F(n) =H,

3a)axfixé::
tl_i)r(l)lg(x, H=0
Enl:
eXIn® — 1 xLn(t)
9660 = " T "
Donc:

lim g(x,t) = x
t—>1" g( )
La fonction g de la variable t a x fixé est donc prolongeable par continuité en 0 et en 1.

3b)Ona:

1
G(x) :f g(x, t)dt
0

g étant une fonction de deux variables continue sur [0, +oo[ X [0,1] et dérivable par rapport a sa
premiere variable a dérivée continue sur le méme domaine avec :

dg _Ln(t) eX Ln(®
ox Ln(t)

= e¥ Ln(t) — tx

Donc G est dérivable sur [0, +oo] et :

1 1 1

ey — [ 99 | pxar =
G'(x) = a(x, tydt= | t*dt =
0 0

x+1
On en déduit , par intégration :

Gx)=G6O0)+In(x+1)=ILn(x+1)

H, =F(n)~Gn) =Ln(n+1)
Donc:

H,~Ln(n)



