
 

 

 

Corrigé : 

1) Posons 𝑔(𝑡) =
1

𝑡
 . Cette fonction étant positive et décroissante sur [1, +∞[ la série de terme 

général 𝑔(𝑛) est du point de vue de la convergence de même nature que l’intégrale ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝑋

1
=

𝐿𝑛(𝑋)  qui tend vers +∞ quand 𝑋 tend vers +∞ . Donc : 

lim
𝑛→∞

∑
1

𝑘

𝑛

𝑘=0

= +∞ 

2) a) Posons sur ]0,1[ pour 𝑥 fixé : 

𝑓(𝑢) =
1 − (1 − 𝑢)𝑥

𝑢
 

𝑓 est continue sur ]0,1[ et : 



lim
𝑢→1−

𝑓(𝑢) = 1 

En 0 : 

𝑓(𝑢) =
1 − 𝑒𝑥 𝐿𝑛(1−𝑢)

𝑢
~ −  

𝑥 𝐿𝑛(1 − 𝑢)

𝑢
~𝑥 

Donc 𝑓 est prolongeable par continuité sur [0,1] et le prolongement est intégrable au sens de 

Riemann sur le même intervalle. 

2 b) Posons pour 𝑢 fixé dans ]0,1[ : 

𝜑(𝑥) =
1 − (1 − 𝑢)𝑥

𝑢
=

1 − 𝑒𝑥 𝐿𝑛(1−𝑢)

𝑢
 

𝜑 est dérivable sur [0, +∞[ et : 

𝜑′(𝑥) = −
𝐿𝑛(1 − 𝑢) 𝑒𝑥 𝐿𝑛(1−𝑢)

𝑢
≥ 0 

𝜑 est donc croissante sur [0, +∞[. Ainsi si 0 ≤ 𝑥 < 𝑦 alors : 

∀𝑢 ∈ ]0,1[ ∶  
1 − (1 − 𝑢)𝑥

𝑢
 ≤

1 − (1 − 𝑢)𝑦

𝑢
 

Donc : 

∀ (𝑡, 𝑡′) ∈ ]0,1[2 ∶ 𝑡 < 𝑡′ ⇒  ∫  
1 − (1 − 𝑢)𝑥

𝑢
𝑑𝑢

𝑡′

𝑡

≤ ∫  
1 − (1 − 𝑢)𝑦

𝑢
𝑑𝑢

𝑡′

𝑡

 

Par passage à la limite en 0 et en 1, on en déduit : 

∫  
1 − (1 − 𝑢)𝑥

𝑢
𝑑𝑢

1

0

≤ ∫  
1 − (1 − 𝑢)𝑦

𝑢
𝑑𝑢

1

0

 

Donc 𝐹 est croissante sur [0, +∞[ 

 

2 c)  

𝐹(𝑥 + 1) − 𝐹(𝑥) = ∫  
(1 − 𝑢)𝑥 − (1 − 𝑢)𝑥+1

𝑢
𝑑𝑢

1

0

= ∫ (1 − 𝑢)𝑥  
1 − (1 − 𝑢)

𝑢
𝑑𝑢

1

0

 

= ∫ (1 − 𝑢)𝑥  𝑑𝑢
1

0

= [−
(1 − 𝑢)𝑥+1

𝑥 + 1
 ]

0

1

=
1

𝑥 + 1
 

Donc, pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ ∶ 

𝐹(𝑛) − 𝐹(𝑛 − 1) =
1

𝑛
 

Et : 

∑(𝐹(𝑘) − 𝐹(𝑘 − 1))

𝑛

𝑘=1

= ∑
1

𝑘

𝑛

𝑘=1

 



Soit, en ayant reconnu une somme télescopique : 

𝐹(𝑛) − 𝐹(0) = 𝐻𝑛 

D’où, en notant que 𝐹(0) = 0 : 

𝐹(𝑛) = 𝐻𝑛 

 

 

3 a) à 𝑥 fixé : : 

lim
𝑡→0+

𝑔(𝑥, 𝑡) = 0 

En 1 : 

𝑔(𝑥, 𝑡) =
𝑒𝑥 𝐿𝑛(𝑡) − 1

𝐿𝑛(𝑡)
~

𝑥 𝐿𝑛(𝑡)

𝐿𝑛(𝑡)
~𝑥 

Donc : 

lim
𝑡→1−

𝑔(𝑥, 𝑡) = 𝑥 

La fonction 𝑔 de la variable 𝑡 à 𝑥 fixé est donc prolongeable par continuité en 0 et en 1. 

3 b) On a : 

𝐺(𝑥) = ∫ 𝑔(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡
1

0

 

𝑔 étant une fonction de deux variables continue sur [0, +∞[ × [0,1] et dérivable par rapport à sa 

première variable à dérivée continue sur le même domaine avec : 

𝜕𝑔

𝜕𝑥
=

𝐿𝑛(𝑡) 𝑒𝑥 𝐿𝑛(𝑡)

𝐿𝑛(𝑡)
= 𝑒𝑥 𝐿𝑛(𝑡) = 𝑡𝑥 

Donc 𝐺 est dérivable sur [0, +∞[ et : 

𝐺′(𝑥) = ∫
𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡

1

0

= ∫ 𝑡𝑥  𝑑𝑡
1

0

=
1

𝑥 + 1
 

On en déduit , par intégration : 

𝐺(𝑥) = 𝐺(0) + 𝐿𝑛(𝑥 + 1) = 𝐿𝑛(𝑥 + 1) 

4)  

𝐻𝑛 = 𝐹(𝑛)~𝐺(𝑛) = 𝐿𝑛(𝑛 + 1) 

Donc : 

𝐻𝑛~𝐿𝑛(𝑛) 

 


