
 

 

Corrigé : 

a) La forme est 

 bilinéaire : 𝑔 →< 𝑓, 𝑔 > est linéaire pour tout 𝑔 , 𝑓 →< 𝑓, 𝑔 >  est linéaire pour tout 𝑓 

symétrique : < 𝑓, 𝑔 >=< 𝑔, 𝑓 > 

définie : < 𝑓, 𝑓 > = 0 ⇔ 𝑓 = 0 

positive : < 𝑓, 𝑓 > ≥ 0   

 

b)  𝑔𝑛 est continue (et même de classe 𝐶∞) sur ]0, +∞[ par produit. En 0 on a : 

lim
𝑡→0+

𝑡𝑛 𝐿𝑛(𝑡) = lim
𝑡→0+

1

𝑛
𝑡𝑛 𝐿𝑛(𝑡𝑛) = lim

𝑥→0+

1

𝑛
 𝑥 𝐿𝑛(𝑥) = 0 = 𝑔𝑛(0) 

Donc 𝑔𝑛 est continue en 0. Elle est donc bien intégrable au sens de Riemann sur [0,1]. De plus, en 

faisant une intégration par partie : 

𝑡𝑛 = 𝑢′(𝑡), 𝐿𝑛(𝑡) = 𝑣(𝑡) 

𝑡𝑛+1

𝑛 + 1
= 𝑢(𝑡),

1

𝑡
= 𝑣′(𝑡) 

on a : 

∫ 𝑡𝑛 𝐿𝑛(𝑡)𝑑𝑡
1

0

= [
𝑡𝑛+1

𝑛 + 1
 𝐿𝑛(𝑡)]

𝑡→0

1

− ∫
𝑡𝑛

𝑛 + 1
 𝑑𝑡

1

0

= − [
𝑡𝑛+1

(𝑛 + 1)2
 ]

0

1

= −
1

(𝑛 + 1)2
 

c) 𝐹 est un sous espace vectoriel de dimension 2 de base (𝑓1 ∶  𝑡 → 1, 𝑓2 ∶  𝑡 → 𝑡). Utilisons le 

procédé d’orthonormalisation de Schmidt afin de créer une base orthonormale à partir de cette 

base. 



< 𝑓1, 𝑓1 > = ∫ 1 𝑑𝑡
1

0

= 1 

Le premier vecteur de base est alors : 

ℎ1 =
1

√< 𝑓1, 𝑓1 >
 𝑓1 = 𝑓1 

Pour le second, on commence par définir un vecteur orthogonal à ℎ1 comme suit : 

ℎ′2 = 𝑓2− < 𝑓2, ℎ1 >  ℎ1 

Or : 

< 𝑓2, ℎ1 > = ∫ 𝑡 𝑑𝑡
1

0

=
1

2
 

Donc : 

ℎ′2 ∶ 𝑡 → 𝑡 −
1

2
 

On norme ensuite ce vecteur en définissant : 

ℎ2 =
1

√< ℎ′2, ℎ′2 >
ℎ′2 

 Or : 

< ℎ′2, ℎ′2 > = ∫ (𝑡 −
1

2
)

2

 𝑑𝑡
1

0

= [
(𝑡 −

1
2

)
3

3
 ]

0

1

=
1

12
 

Ainsi : 

ℎ2 ∶ 𝑡 → 2 √3 (𝑡 −
1

2
) 

d) Le projeté orthogonal de 𝑔1 sur 𝐹 est : 

𝑃𝐹(𝑔1) =< 𝑔1, ℎ1 > ℎ1+< 𝑔1, ℎ2 > ℎ2 =< 𝑔1, ℎ1 > ℎ1 +
< 𝑔1, ℎ′2 >

< ℎ′2, ℎ′2 >
ℎ′2 

Or : 

< 𝑔1, ℎ1 > = ∫ 𝑡 𝐿𝑛(𝑡) 𝑑𝑡
1

0

= − 
1

4
 

< 𝑔1, ℎ′
2 > = ∫ 𝑡 𝐿𝑛(𝑡) (𝑡 −

1

2
) 𝑑𝑡

1

0

= ∫ 𝑡2 𝐿𝑛(𝑡)𝑑𝑡
1

0

−
1

2
∫ 𝑡 𝐿𝑛(𝑡)𝑑𝑡

1

0

 

= −
1

9
+

1

8
=

1

72
 

D’où : 



𝑃𝐹(𝑔1) (𝑡) =  − 
1

4
+

12

72
 (𝑡 −

1

2
) =

1

6
 𝑡 −

1

3
 

e)  on a : 

𝑖𝑛𝑓(𝑎,𝑏)∈ℝ2 (∫ (𝑎 𝑡 + 𝑏 − 𝑡 𝐿𝑛(𝑡))
2

 𝑑𝑡
1

0

) = 𝑖𝑛𝑓𝑓∈𝐹‖𝑓 − 𝑔1‖2 = ‖𝑃𝐹(𝑔1) − 𝑔1‖2 

= ∫ (
1

6
 𝑡 −

1

3
− 𝑡 𝐿𝑛(𝑡))

2

 𝑑𝑡
1

0

 

=
1

36
 ∫ 𝑡2 𝑑𝑡

1

0

+
1

9
 ∫  𝑑𝑡

1

0

+ ∫ 𝑡2 𝐿𝑛2(𝑡)𝑑𝑡
1

0

−
1

3
 ∫ 𝑡2 𝐿𝑛(𝑡)𝑑𝑡

1

0

−
1

9
 ∫  𝑡 𝑑𝑡

1

0

+
2

3
 ∫ 𝑡 𝐿𝑛(𝑡)𝑑𝑡

1

0

 

=
1

108
+

1

9
+ [

𝑡3

3
 𝐿𝑛2(𝑡) ]

0

1

−
2

3
 ∫ 𝑡2 𝐿𝑛(𝑡)𝑑𝑡

1

0

+
1

27
−

1

18
−

1

6
 

=
13

108
+

2

27
+

1

27
−

2

9
=

1

108
 

 


