
 

 

 

 

Exercice 2 : 

1a)    

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = ∫ (𝑠𝑖𝑛𝑛+1(𝑡) − 𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑡) ) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

Posons : 

𝑓(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛𝑛+1(𝑡) − 𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑡) (𝑠𝑖𝑛(𝑡) − 1) 



𝑓 est une fonction continue, négative ou nulle et non identiquement nulle sur [0,
𝜋

2
] donc : 

∫ (𝑠𝑖𝑛𝑛+1(𝑡) − 𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑡) ) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

< 0 

La suite (𝑎𝑛) est donc strictement décroissante. 

1b)  Pour les raisons analogues au 1a) on a : 𝑎𝑛 > 0. 

La suite (𝑎𝑛) est donc minorée par 0, on en déduit qu’elle est convergente vers une limite 𝐿 ≥ 0. 

 

 

Calcul de la limite : 

Soit 𝑏 ∈ ]0,
𝜋

2
[ on a : 

𝑎𝑛 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

0

+ ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

𝑏

≤ ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑏) 𝑑𝑡
𝑏

0

+ ∫ 1 𝑑𝑡

𝜋
2

𝑏

 

Donc : 

𝑎𝑛 ≤ 𝑏 𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑏) + (
𝜋

2
− 𝑏) 

Or à 𝑏 fixé : 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑏 𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑏) = 0 

Et par passage à la limite : 

𝐿 ≤ (
𝜋

2
− 𝑏) 

En faisant alors tendre 𝑏 vers 
𝜋

2
 on obtient : 

𝐿 ≤ 0 

D’où : 

𝐿 = 0 

2a)  

𝑏𝑛 = [
𝑠𝑖𝑛𝑛+1(𝑡)

𝑛 + 1
 ]

0

𝜋
2

=
1

𝑛 + 1
 

𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑡) (1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡)) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

≥ 0 

2b)  

1

𝑛 + 1
≤ 𝑎𝑛 



Or, la série de terme général 
1

𝑛+1
~

1

𝑛
 tend vers +∞ donc par comparaison la série de terme général 

𝑎𝑛 tend vers +∞ 

3a) Notons 𝑅 le rayon de convergence de ∑ 𝑎𝑛 

La série de terme général 𝑎𝑛 1𝑛 diverge donc 𝑅 ≤ 1 

Soit alors 𝑟 ∈ [0,1[ alors : 

0 ≤ 𝑎𝑛 𝑟𝑛 = ∫ (𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝑡))
𝑛

 𝑑𝑡

𝜋
2

0

≤ ∫ 𝑟𝑛 𝑑𝑡

𝜋
2

0

=
𝜋

2
 𝑟𝑛 

La série de terme général 
𝜋

2
 𝑟𝑛 converge donc la série de terme général 𝑎𝑛 𝑟𝑛 converge et 𝑅 ≥ 1 

d’où : 𝑅 = 1 

3b) La suite (𝑎𝑛) tend vers 0 en décroissant. La série de terme général 𝑎𝑛 (−1)𝑛 est donc une série 

alternée. Elle est donc convergente. Donc : 

𝐷 = [−1,1[ 

4a)  Soit 𝑥 ∈ ]−1,1[ Considérons la suite de fonctions sur [0,
𝜋

2
] définie par : 

𝑓𝑁(𝑡) = ∑(𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡))
𝑛

𝑁

𝑛=0

 

Cette suite converge simplement sur [0,
𝜋

2
]  vers la fonction : 

𝑓(𝑡) = ∑(𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡))
𝑛

+∞

𝑛=0

 

Montrons que cette convergence est uniforme. 

On a : 

|(𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡))
𝑛

| ≤ |𝑥|𝑛 

Donc : 

|𝑓(𝑡) − 𝑓𝑁(𝑡)| = | ∑ (𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡))
𝑛

+∞

𝑛=𝑁+1

| ≤ ∑ |𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡)|𝑛

+∞

𝑛=𝑁+1

≤ ∑ |𝑥|𝑛

+∞

𝑛=𝑁+1

 

Or  |𝑥| < 1 donc la série de terme général |𝑥|𝑛 converge donc son reste de rang 𝑁 tend vers 0. 

Donc : 

𝐿𝑖𝑚
𝑁→+∞

∑ |𝑥|𝑛

+∞

𝑛=𝑁+1

= 0 

La suite de fonctions  (𝑓𝑁(𝑡)) est donc uniformément convergente sur [0,
𝜋

2
] est ainsi : 

𝐿𝑖𝑚
𝑁→+∞

∫ 𝑓𝑁(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 



Donc : 

𝐿𝑖𝑚
𝑁→+∞

∫ ∑(𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡))
𝑛

𝑁

𝑛=0

 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= ∫ ∑(𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡))
𝑛

+∞

𝑛=0

 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

Or : 

𝐿𝑖𝑚
𝑁→+∞

∫ ∑(𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡))
𝑛

𝑁

𝑛=0

 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= 𝐿𝑖𝑚
𝑁→+∞

∑ ∫ (𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡))
𝑛

 𝑑𝑡

𝜋
2

0

𝑁

𝑛=0

= ∑ ∫ (𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡))
𝑛

 𝑑𝑡

𝜋
2

0

+∞

𝑛=0

= 𝑈(𝑥) 

D’où : 

 

𝑈(𝑥) = ∫ ∑(𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡))
𝑛

+∞

𝑛=0

 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= ∫
1

1 − 𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 
 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

Faisons le changement de variable : 

𝑢 = 𝑡𝑎𝑛 (
𝑡

2
) , 𝑑𝑢 =

1

2
(1 + 𝑡𝑎𝑛2 (

𝑡

2
))  𝑑𝑡 =

1

2
 (1 + 𝑢2) 𝑑𝑡 

Avec le changement de bornes : 

𝑡 = 0 → 𝑢 = 0 

𝑡 =
𝜋

2
→ 𝑢 = 1 

𝑈(𝑥) = ∫
1

1 −
2 𝑥 𝑢

1 + 𝑢2 
 

 2

1 + 𝑢2
 𝑑𝑢

1

0

 

= 2 ∫
1

𝑢2 − 2 𝑥 𝑢 + 1 
 𝑑𝑢

1

0

= 2 ∫
1

(𝑢 − 𝑥)2 + 1 − 𝑥2 
 𝑑𝑢

1

0

 

Faisons le changement de variable : 

𝑢 − 𝑥 = 𝑦, 𝑑𝑢 = 𝑑𝑦 

Avec le changement de bornes : 

𝑢 = 0 → 𝑦 = −𝑥 

𝑢 = 1 → 𝑦 = 1 − 𝑥 

𝑈(𝑥) = 2 ∫
1

𝑦2 + (√1 − 𝑥2)
2

 
 𝑑𝑦

1−𝑥

−𝑥

 

=
2

√1 − 𝑥2
 (𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

1 − 𝑥

√1 − 𝑥2
) + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑥

√1 − 𝑥2
)) 

Or : 

Sur ]0, +∞[ ∶ 



𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡) + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
1

𝑡
) =

𝜋

2
 

Sur ]−∞, 0[ ∶ 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡) + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
1

𝑡
) = −

𝜋

2
 

Donc : 

𝑈(𝑥) =
2

√1 − 𝑥2
 (

𝜋

2
− 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

√1 − 𝑥2

1 − 𝑥
) −

𝜋

2
− 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

√1 − 𝑥2

𝑥
)) 

𝑈(𝑥) =
−2

√1 − 𝑥2
 (𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

√1 − 𝑥2

1 − 𝑥
) + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

√1 − 𝑥2

𝑥
)) 

 

Et à droite en (−1)  : 

𝑈(𝑥)~
−2

√1 − 𝑥2
 (

√1 − 𝑥2

2
+

√1 − 𝑥2

1
) ~1 

Donc : 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→(−1)+

𝑈(𝑥) = 1 

4b) Etablissons la continuité à droite de 𝑈 en (−1) : 

Pour 𝑥 ∈ [−1,0] la série de terme général 𝑎𝑛 𝑥𝑛 est alternée. Son reste de rang  𝑛 peut alors être 

majoré en valeur absolue de la sorte : 

| ∑ 𝑎𝑛 𝑥𝑛

+∞

𝑘=𝑛+1

| ≤ |𝑎𝑛+1 𝑥𝑛+1| = 𝑎𝑛+1 | 𝑥𝑛+1|  ≤ 𝑎𝑛+1 

Où : 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑎𝑛+1 = 0 

La série de fonction de terme général 𝑎𝑛 𝑥𝑛 qui est une fonction continue sur  [−1,0] converge donc 

uniformément sur [−1,0] et sa limite uniforme 𝑈(𝑥) est donc continue sur  [−1,0]. Ainsi : 

 

𝑈(−1) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→(−1)+

𝑈(𝑥) = 1 

1 

 


