
 

 

 

Corrigé 

On désignera par 𝔼 l’espace vectoriel des fonctions réelles  continues sur ℝ 

1) Posons : 

𝑔(𝑥) =  ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥

0

 

𝑓 étant continue sur ℝ, 𝑔 est dérivable sur ℝ et 𝑔′ = 𝑓. On a de plus : 

∀ 𝑥 ∈ ℝ∗ ∶   𝐹(𝑥) =
𝑔(𝑥) − 𝑔(0)

𝑥
  

On en déduit : 



lim
𝑥→0

𝐹(𝑥) = lim
𝑥→0

𝑔(𝑥) − 𝑔(0)

𝑥
= 𝑔′(0) = 𝑓(0) 

2) Commençons par nous assurer que 𝜑 a bien ses valeurs dans 𝔼. 

  

Soit 𝑓 ∈ 𝔼 alors 𝜑(𝑓) est continue sur ℝ∗ (quotient de deux fonctions continues,  𝑔 et 

la fonction 𝑥 → 𝑥. Par construction 𝜑(𝑓) est continue en 0, donc elle est continue sur 

ℝ. Ainsi 𝜑(𝑓) ∈ 𝔼 

 

 Soit (𝑓, 𝑔, 𝛼) ∈ 𝔼2 × ℝ alors on a d’une part : 

∀ 𝑥 ∈ ℝ∗ ∶   𝜑(𝑓 + 𝛼 𝑔)(𝑥) =
1

𝑥
∫(𝑓(𝑡) + 𝛼 𝑔(𝑡)) 𝑑𝑡

𝑥

0

=
1

𝑥
∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥

0

+ 𝛼
1

𝑥
∫ 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥

0

 

= 𝜑(𝑓)(𝑥) + 𝛼 𝜑(𝑔)(𝑥) 

et d’autre part : 

𝜑(𝑓 + 𝛼 𝑔)(0) = 𝑓(0) + 𝛼 𝑔(0) = 𝜑(𝑓)(0) + 𝛼 𝜑(𝑔)(0) 

Donc : 

𝜑(𝑓 + 𝛼 𝑔) = 𝜑(𝑓) + 𝛼 𝜑(𝑔) 

D’où 𝜑 linéaire donc endomorphisme de 𝔼 

 

3) Soit 𝑓𝜆 ∈ 𝔼∗ telle que : 𝜑(𝑓𝜆) = 𝜆 𝑓𝜆 alors : 

∀ 𝑥 ∈ ℝ∗ ∶   ∫ 𝑓𝜆(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥

0

= 𝜆 𝑥 𝑓𝜆(𝑥) 

Soit en dérivant : 

∀ 𝑥 ∈ ℝ∗ ∶   𝑓𝜆(𝑥) = 𝜆 (𝑓𝜆(𝑥) + 𝑥 𝑓′𝜆(𝑥)) 

∀ 𝑥 ∈ ℝ∗ ∶ 𝜆 𝑥 𝑓′𝜆(𝑥) = (1 − 𝜆) 𝑓𝜆(𝑥) 

Distinguons plusieurs cas : 

1er cas : 𝜆 = 0 : On a alors : 

∀ 𝑥 ∈ ℝ∗ ∶   𝑓𝜆(𝑥) = 0 

Et par continuité en 0 : 𝑓𝜆 = 0 

Ce qui est absurde 

2ème cas : 𝜆 = 1  On a alors : 



∀ 𝑥 ∈ ℝ∗ ∶   𝑓′𝜆(𝑥) = 0 

Donc 𝑓𝜆 est constante sur ℝ∗ et par continuité constante sur ℝ. 

Réciproquement, si 𝑓 est une constante non nulle 𝐶 sur ℝ alors : 

∀ 𝑥 ∈ ℝ∗ ∶  𝜑(𝑓)(𝑥) =
1

𝑥
∫ 𝐶 𝑑𝑡

𝑥

0

= 𝐶 

Et : 

𝜑(𝑓)(0) = 𝐶 

Donc : 

𝜑(𝑓) = 1 𝑓 

1 est alors une valeur propre de 𝜑 et le sous espace propre associé est engendré par la 

fonction constante égale à 1. 

3ème cas : 𝜆 ≠ 0 𝑒𝑡 𝜆 ≠ 1 : On a alors : 

∀ 𝑥 ∈ ℝ∗ ∶   𝑓′
𝜆

(𝑥) =
1 − 𝜆

𝜆
  

1

𝑥
 𝑓𝜆(𝑥) 

Ainsi : 

∃ 𝐶1 ∈ ℝ ∶  ∀ 𝑥 ∈ ]0, +∞[ ∶  𝑓𝜆(𝑥) = 𝐶1 𝑒
1−𝜆

𝜆
 𝐿𝑛(𝑥)  

∃ 𝐶2 ∈ ℝ ∶  ∀ 𝑥 ∈ ]−∞, 0[ ∶  𝑓𝜆(𝑥) = 𝐶2 𝑒
1−𝜆

𝜆
 𝐿𝑛(−𝑥)  

Supposons par l’absurde : 𝜆 ∈ ]−∞, 0[ ∪ ]1, +∞[ alors : 

1 − 𝜆

𝜆
< 0 

Et si 𝐶1 ≠ 0 : 

lim
𝑥→0+

𝑓𝜆(𝑥) = +∞ 

Si 𝐶2 ≠ 0  

lim
𝑥→0−

𝑓𝜆(𝑥) = +∞ 

Ce qui est absurde, donc : 𝐶1 = 0, 𝐶2 = 0 et finalement : 𝑓𝜆 est la fonction nulle ce qui est 

absurde. 

Donc : 𝜆 ∈  ]0,1[ et : 

∀ 𝑥 ∈ ]0, +∞[ ∶  𝑓𝜆(𝑥) = 𝐶1 𝑥
1−𝜆

𝜆  

∀ 𝑥 ∈ ]−∞, 0[ ∶  𝑓𝜆(𝑥) = 𝐶2 (−𝑥)
1−𝜆

𝜆  



𝑓𝜆(0) = 0 (𝑝𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑖𝑡é) 

Réciproquement : considérons une fonction 𝑓𝜆 de la forme précédente. Alors : 

∀ 𝑥 ∈ ]0, +∞[ ∶  𝜑(𝑓𝜆)(𝑥) =
1

𝑥
∫ 𝐶1 𝑡

1−𝜆
𝜆  𝑑𝑡

𝑥

0

=
𝐶1

𝑥
 [

𝑡
1−𝜆

𝜆
+1

1 − 𝜆
𝜆

+ 1
]

0

𝑥

= 𝜆 
𝐶1

𝑥
 𝑥

1−𝜆
𝜆

+1 = 𝜆 𝑓𝜆(𝑥) 

∀ 𝑥 ∈ ]−∞, 0[ ∶  𝜑(𝑓𝜆)(𝑥) =
1

𝑥
∫ 𝐶2 (−𝑡)

1−𝜆
𝜆  𝑑𝑡

𝑥

0

=
𝐶2

𝑥
 [

𝑡
1−𝜆

𝜆
+1

1 − 𝜆
𝜆

+ 1
]

0

𝑥

= 𝜆 
𝐶1

𝑥
 𝑥

1−𝜆
𝜆

+1

= 𝜆 𝑓𝜆(𝑥) 

 

En conclusion, les valeurs propres de 𝜑 sont les réels de l’intervalle ]0,1] et les fonctions 

propres associées telles que définies précédemment 

 

 

4)  Soit 𝜀 > 0 alors : 

∃ 𝑥0 ∈ ]0, +∞[ ∶  ∀ 𝑥 ∈ ℝ ∶  𝑥 ≥ 𝑥0
 

⇒  𝑠 −
𝜀

2
< 𝑓(𝑥) < 𝑠 +

𝜀

2
 

 Or : 

∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥

0

= ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥0

0

+ ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

 

 Ainsi : 

𝑥 ≥ 𝑥0
 

⇒ ∫ (𝑠 −
𝜀

2
)  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

< ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

< ∫ (𝑠 +
𝜀

2
)  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

 

 
⇒ (𝑠 −

𝜀

2
) (𝑥 − 𝑥0) < ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

< (𝑠 +
𝜀

2
) (𝑥 − 𝑥0) 

 D’où : 

𝑥 ≥ 𝑥0
 

⇒ (𝑠 −
𝜀

2
) 

𝑥 − 𝑥0

𝑥
+

1

𝑥
∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥0

0

< 𝐹(𝑥) < (𝑠 +
𝜀

2
) 

𝑥 − 𝑥0

𝑥
+

1

𝑥
∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥0

0

 

 
⇒ (𝑠 −

𝜀

2
) +

1

𝑥
∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥0

0

< 𝐹(𝑥) < (𝑠 +
𝜀

2
)  +

1

𝑥
∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥0

0

 



 Or : 

lim
𝑥→+∞

1

𝑥
∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥0

0

= 0 

 Donc : 

∃ 𝑥1 ∈ ]𝑥0, +∞[ ∶  ∀ 𝑥 ∈ ℝ ∶  𝑥 > 𝑥1
 

⇒  −
𝜀

2
<

1

𝑥
∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥0

0

<
𝜀

2
 

Ainsi : 

𝑥 > 𝑥1
 

⇒ 𝑠 −
𝜀

2
< 𝐹(𝑥) < 𝑠 +

𝜀

2
 

 

 

 D’où finalement : 

lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = 𝑠 

  

 La réciproque est fausse. Il suffit de prendre : 𝑓(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡) . Cette fonction n’a pas 

 de limite en +∞ mais : 

lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1

𝑥
∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥

0

= lim
𝑥→+∞

1

𝑥
(1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑥)) = 0 

 


