Exercice 1
On considére quatre nombres complezes a,b,¢,d tels que a> +b* # 0, et la

matrice A définie par :

a b ¢ d
-b a —-d c
A=l o @ w =b
—d —¢ b a
. 1) Déterminer un scolaire m, en fonction de a,b,c,d, tel que ‘
A ‘A = 77114

(On rappelle que *A désigne la mairice transposée de A, et I désigne la
matrice unité d’ordre 4.) '

2) En déduire une expression de det(A) en fom;twn de a,b,c,d.

9) Montrer que Tg(A) est égal & 2 ou 4 et préciser votre réponse.

4) Montrer que la matrice A est diagonalisable sur C.

5) On suppose que (a,b,¢,d) = 1,1,1,1).

Montrer qu’il eziste deuz scalaires T et s tels que :

A2 =rA4sl

et déterminer r et s.
Corrigé :

1) Notons tout d’abord que le terme b;; de la matrice A tA est le produit scalaire des
lignes i et j de A. Or le produit scalaire de deux lignes distinctes de A est nul et le

produit scalaire d’une ligne avec elle-méme, autrement dit sa norme vaut a® + b% +
c? + d?. Donc:

AtA=mI, © a?+b*+c?+d*=m
2) Onad’une part:
Det(A tA) = Det(A) Det(*A) = Det(A) Det(4) = (Det(4))
d’autre part :
Det(A‘A) = Det(ml,) =m* = (a® + b* + c* + d*)*
Il en résulte :
(Det(A)) = (a + b? + ¢ + d2)* = ((a® + b? + 2 + d?)?)?

Or, a3 b,c,d fixés, Det(A) est un polyndme de degré 4 en a de terme dominant a*
donc de la forme :

Det(A) = a* + P(b,c,d) a®> + Q(b,c,d) a® + R(b,c,d) a' + S(b, ¢, d)



Ou P, Q, R, S sont des polyndmes des trois variables b, ¢, d. Or, si deux polyndmes de
la variable a ont leurs carrés égaux, alors ils sont égaux ou opposés et s’ils ont en plus
méme terme dominant, ils sont égaux. Ainsi :

Det(A) = (a? + b? + c? + d?)?

3)

Distinguons deux cas :
1°cas:a?+b%2+c?2+d?*#0

Dans ce cas, Det(A) +# 0etrg(A) = 4
2¢émecas:a’?+b?+c?2+d*=0

Nous commencerons par une premieére méthode avant de présenter une seconde
méthode plus rapide suggérée par un candidat nommé Richard.

Nous avons Det(A) = 0 doncrg(4) < 3

Orona:
|a b|=a2+b2¢0
—-b a
Donc les deux premiers vecteurs colonne de A sont libres et rg(A) > 2.

Montrons maintenant que le troisieme vecteur colonne est lié aux deux premiers en
cherchant d’abord un couple (x, y) de complexes tels que :

(5 26)=(5)
On trouve
-1 1 — 1
()= @) Co=mm (G DD =mrm Gilad
Onaalors:

(—c d)(x) 1 (—c(ac+bd)+d(bc—ad))

—d -/ \y) T @z 1 p2 -d(ac+bd)—c(bc—ad)
_ 1 (—acz—bcd+bcd—ad2): 1 (—a(02+d2)>:(a)
a2+ b2 \-acd—bd?>—bc*+acd/ a%+b? \—-b(c?+d? b

Ainsi :




a b c
x| 22 )4y 8 )=
—d —c b

On fait un travail analogue pour montrer que le quatrieme vecteur colonne est lié aux
deux premiers en cherchant un couple (z, t) tel que :

(4 & ©O=0)

On trouve, apreés calculs :

1 —
(=757 Gatad

Et on vérifie :
a b d
2| Zh) el @)= 5
—d —C a
Ainsirg(A) = 2

Voyons la seconde méthode, qui sera utile également a la question suivante :

Nous reprenons le début ou on constate que les deux premieres colonnes de la matrice
sont libres donc :

2<rg(A)
Or nous avons :
AtA=0
Donc:
VXeEM,(C):ACAX)=0
D’ou:

Im(tA) = {*AX : X € M, (©)} € Ker(4)
Or, une matrice ayant méme rang que sa transposée :
Dim(Im(t4)) =rg(*A) = rg(A)
Donc:

2<rg(A) < dim(Ker(A))



Et, en utilisant le théoréme du rang :
dim(Ker(A)) +rg(A) =4
Donc:

dim(Ker(4)) = rg(4) =2

4) Le polyndme caractéristique de A est le déterminant d’'une matrice de méme forme

que A. Donc :
P,(A) =Det(A—21,) = ((a— )%+ b? + c? + d?)?
Les valeurs propres de A sont les racines complexes de ce polyn6me.

Voyons la encore deux méthodes, la seconde étant plus rapide (celle inspirée par
Richard)

1¢¢ méthode :

Distinguons plusieurs cas :

1cas:b?+c?+d? #0

P,A)=0 o (a—21)?=—(b?+c*+d?
P, (1) admet alors deux racines distinctes 4, et A,. Distinguons alors deux sous cas :
Sous-cas1:c?+d? #0
Dans cecas,onaalafois: (a—A;)2+b? #0et(a—1,)>+b%2 %0
Or, d’aprés I'étude faiteen 3) lerangde A — 1, I, est 2 ou 4

Supposons par |'absurde que ce rang soit 4 alors le noyau de A — A, I, qui est
également le sous espace propre associé a A; serait réduit au vecteur nul, ce qui est
contradictoire, donc le rang de A — A; I, est 2 et la dimension du sous espace propre
Ej, est2.

Par un raisonnement analogue, la dimension du sous espace propre E;, associé a 4,

est 2. Ainsi :

dim(E;,) + dim(E,,) = 4
Donc A est diagonalisable
Sous-cas2:c2+d?=0soitc=idouc=—id

Danscecas b # 0 et:



P,()=0 © (a—1)?=—b?
Onadonc:
Alza_ib, Azza'*‘lb

Traitonslecas:c=id:

ib b id d
—-b ib —-d id
—id d ib —b
—-d —id b ib

A_/11[4:

On note alors que la deuxieme ligne de cette matrice s’obtient en multipliant la
premiere par i. De méme la quatrieme en multipliant la troisieme par - i. Le rang de
cette matrice est donc le rang de ses deux vecteurs ligne 1 et 3 qui sont libres en
considérant les mineurs :

ib b
—id d

|=2ipa, | Y =i@?r-a)
L'un des deux est en effet non nulcar b # 0
Ainsi :
rg(A—2A1,) =2
Une méme analyse conduit a :
rg(A—2;1,) =2

Et A est diagonalisable

Traitonslecas:c=—id:

ib b —-id d
—b ib —-d -id
id d ib -b
—-d id b ib

A_A]_IAI,:

On note alors que la deuxiéme colonne de cette matrice s’obtient en multipliant la
premiere par —i. De méme la quatrieme en multipliant la troisiéme par i. Le rang de
cette matrice est donc le rang de ses deux vecteurs colonne 1 et 3 qui sont libres en
considérant les mineurs :

|i b —i

A T TU T A e

— 2 _ q2
id ib|_ £(b” —d%)

L'un des deux est en effet non nulcarb # 0

Ainsi :



rg(A— A1) =2
Et de fagon analogue :
rg(A—2;1,) =2

Et A est diagonalisable

2émecas: b2+ c2+d?*=0
Pa() = (a— A)?
P, (1) admet alors une seule racine a
Nous allons montrer qu’il existe une configuration non diagonalisable. Prenons :
(a,b,c,d) =(0,1,0,1)
Onaalors:
a’?+b*=1+#0
b +c*+d*=0
a?+b%*+c*+d?

A admet pour seule valeur propre 0 et n’est pas la matrice nulle. Elle n’est donc pas
diagonalisable. Il semble donc qu’il y ait une erreur d’énoncé

2¢me méthode :
1 cas: b2 +c?2+d*+#0

Dans ce cas, A admet deux valeurs propres distinctes et en notant que pour une valeur
propre A, la matrice A — A1, est de méme forme que A et de déterminant nul, on en
déduit d’aprés 3) que le rang de cette matrice est 2 et donc que le sous espace propre
associé a A qui est son noyau est de dimension 2. Ainsi la somme des dimensions des
deux sous-espaces propres est égale a 4 et A est diagonalisable.

2°mecas:h2 +c2+d?* =0

Dans ce cas , A admet pour seule valeur propre a et comme le sous- espace propre
associé est de dimension 2, elle n’est pas diagonalisable, ce qui confirme I'erreur (ou
plutot I'imprécision) d’énoncé mentionnée précédemment.

5) (a’ bl Cl d) = (1’1)1)1)



1 1 1 1 1 1 1 1 -2 2
peo-1 1 -1 1)[-1 1 -1 1|_[-2 -2
-1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -2 2
-1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -2 =2

-1 1 1 1

-1 1 -1 -1
-1 -1 1 -1
A2=2(A-31,)

2 2
-2 2
-2 -2
2 =2

A2=2A-41,

6)

Introduisons la proposition logique, pourp € N :
Py:"3 (ap,b,) €Z? : AP =a, A+ b, 1"

Montrons que P, est vraie pour tout p € N par récurrence :

Initialisation : pourp = 0etp =1:

A°=0A4+11,

A=1A+01I,
Donc:

(ao, bo) = (0,1)

(ay,b1) = (1,0)
Héréditeé :

Soit p € N tel que F, soit vraie alors :
AP* = AAP = A(ayA+Dbyl,)=a,A>+b, A
=a,(2A—41,)+b,A=(2ay,+by)A—4ay,l,

Donc Py, est vraie en posant :

apy1 =2a, + b,

bp+1 == _4' ap

On en déduit pour toutp € N :

Apsz =2 Ape1 —4ay

L’équation caractéristique de cette relation de récurrence linéaire est :




On en déduit :
a,=(A+Bp)?2?

A, B étant déterminés par le systeme :

{ao = O
a1 = 1
Ce qui donne :
(5
2B=1
D’ol :
VpeEN: q,=p2°P!
On en déduit :

VpEN :b,=—-4a, ,=—4(p-1D2r?=-(p-1)2°

La formule restant valable pourp = 0




