
 

 

 

Corrigé 

1)  On a en 0 : 

𝑠𝑖𝑛(𝑥 𝑡)

𝑒𝑡 − 1
~

𝑥 𝑡

𝑡
~𝑥 

Donc l’intégrale converge en 0.  

En +∞ : 

|
𝑠𝑖𝑛(𝑥 𝑡)

𝑒𝑡 − 1
| ≤

1

𝑒𝑡 − 1
~𝑒−𝑡 

Or l’intégrale de 𝑒−𝑡 est convergente en +∞ donc l’intégrale de la fonction étudiée est absolument 

convergente. 

2) Introduisons la suite de fonctions : 

𝑓𝑛(𝑥) = ∫
𝑠𝑖𝑛(𝑥 𝑡)

𝑒𝑡 − 1
 𝑑𝑡

𝑛

1
𝑛

 



𝑓𝑛 est dérivable sur ℝ car la fonction de deux variables sous l’intégrale est continue et admet une 

dérivée partielle continue par rapport au couple de variables   (𝑥, 𝑡)  sur le domaine ℝ × [
1

𝑛
, 𝑛] . De 

plus : 

𝑓𝑛′(𝑥) = ∫
𝑡 𝑐𝑜𝑠(𝑥 𝑡)

𝑒𝑡 − 1
 𝑑𝑡

𝑛

1
𝑛

 

Posons pour 𝑥 ∈ ℝ : 

𝑔(𝑥) = ∫
𝑡 𝑐𝑜𝑠(𝑥 𝑡)

𝑒𝑡 − 1
 𝑑𝑡

+∞

0

 

𝑔 est bien définie car en 0 : 

𝑡 𝑐𝑜𝑠(𝑥 𝑡)

𝑒𝑡 − 1
~1 

Et en +∞ : 

|
𝑡 𝑐𝑜𝑠(𝑥 𝑡)

𝑒𝑡 − 1
| ≤

𝑡

𝑒𝑡 − 1
~𝑡 𝑒−𝑡 

De plus : 

|𝑓𝑛
′(𝑥) − 𝑔(𝑥)| = ||∫

𝑡 𝑐𝑜𝑠(𝑥 𝑡)

𝑒𝑡 − 1
 𝑑𝑡

1
𝑛

0

+ ∫
𝑡 𝑐𝑜𝑠(𝑥 𝑡)

𝑒𝑡 − 1
 𝑑𝑡

+∞

𝑛

|| ≤ ∫
𝑡 

𝑒𝑡 − 1
 𝑑𝑡

1
𝑛

0

+ ∫
𝑡 

𝑒𝑡 − 1
 𝑑𝑡

+∞

𝑛

 

La quantité majorante tendant vers 0 indépendamment de 𝑥 la suite 𝑓𝑛
′ tend vers 𝑔 uniformément 

sur ℝ. Comme 𝑓𝑛(𝑥) converge simplement vers  𝑓(𝑥) sur  ℝ, on en déduit que 𝑓 est dérivable sur ℝ  

et que : 

 ∀ 𝑥 ∈  ℝ ∶    𝑓′(𝑥) = 𝑔(𝑥) 

De plus 𝑓𝑛
′ étant continue sur ℝ, sa limite uniforme 𝑓′ est continue sur ℝ et donc 𝑓 est de classe 𝐶1 

sur ℝ 

3) On a : 

𝑓(1) = ∫
𝑠𝑖𝑛(𝑡) 

𝑒𝑡 − 1
 𝑑𝑡

+∞

0

= ∫
𝑒−𝑡 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 

1 − 𝑒−𝑡
 𝑑𝑡

+∞

0

 

Or : 

𝑒−𝑡 

1 − 𝑒−𝑡
= 𝑒−𝑡  ∑ 𝑒−𝑘 𝑡

+∞

𝑘=0

= ∑ 𝑒−(𝑘+1 )𝑡

+∞

𝑘=0

= ∑ 𝑒−𝑛 𝑡

+∞

𝑛=1

 

Donc : 



𝑓(1) = ∫ ∑(𝑒−𝑛 𝑡  𝑠𝑖𝑛(𝑡))

+∞

𝑛=1

 𝑑𝑡

+∞

0

 

Justifions l’interversion du signe somme et du signe intégral en considérant  : 

|∫ ∑(𝑒−𝑛 𝑡  𝑠𝑖𝑛(𝑡))

+∞

𝑛=1

 𝑑𝑡

+∞

0

− ∑ ∫ (𝑒−𝑛 𝑡 𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 𝑑𝑡

+∞

0

𝑁

𝑛=1

| 

= |∫ ∑(𝑒−𝑛 𝑡  𝑠𝑖𝑛(𝑡))

+∞

𝑛=1

 𝑑𝑡

+∞

0

− ∫ ∑(𝑒−𝑛 𝑡  𝑠𝑖𝑛(𝑡))

𝑁

𝑛=1

 𝑑𝑡

+∞

0

| 

= |∫ ∑ (𝑒−𝑛 𝑡  𝑠𝑖𝑛(𝑡))

+∞

𝑛=𝑁+1

 𝑑𝑡

+∞

0

| 

= |∫  
𝑒−(𝑁+1) 𝑡 𝑠𝑖𝑛(𝑡)

1 − 𝑒−𝑡
𝑑𝑡

+∞

0

| 

≤ ∫ |
 𝑠𝑖𝑛(𝑡)

1 − 𝑒−𝑡
| 𝑒−(𝑁+1) 𝑡 𝑑𝑡

+∞

0

 

Or , la fonction sous valeur absolue dans l’intégrale est bornée sur [0, +∞[ et donc : 

∃ 𝑀 ∈ ]0, +∞[: ∀ 𝑡 ∈ [0, +∞[: |
 𝑠𝑖𝑛(𝑡)

1 − 𝑒−𝑡
| ≤ 𝑀 

Ainsi : 

|∫ ∑(𝑒−𝑛 𝑡  𝑠𝑖𝑛(𝑡))

+∞

𝑛=1

 𝑑𝑡

+∞

0

− ∑ ∫ (𝑒−𝑛 𝑡 𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 𝑑𝑡

+∞

0

𝑁

𝑛=1

| ≤ 𝑀 ∫ 𝑒−(𝑁+1) 𝑡 𝑑𝑡

+∞

0

=
𝑀

𝑁 + 1
 

On en déduit par comparaison 

lim
𝑁→+∞

∑ ∫ (𝑒−𝑛 𝑡 𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 𝑑𝑡

+∞

0

𝑁

𝑛=1

= ∫ ∑(𝑒−𝑛 𝑡  𝑠𝑖𝑛(𝑡))

+∞

𝑛=1

 𝑑𝑡

+∞

0

 

D’où : 

∫ ∑(𝑒−𝑛 𝑡  𝑠𝑖𝑛(𝑡))

+∞

𝑛=1

 𝑑𝑡

+∞

0

= ∑ ∫ (𝑒−𝑛 𝑡  𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 𝑑𝑡

+∞

0

+∞

𝑛=1

 

= 𝐼𝑚 [∑ ∫ (𝑒−𝑛 𝑡 𝑒𝑖 𝑡) 𝑑𝑡

+∞

0

+∞

𝑛=1

] 

= 𝐼𝑚 [∑ ∫ 𝑒(−𝑛+𝑖) 𝑡  𝑑𝑡

+∞

0

+∞

𝑛=1

] 



= 𝐼𝑚 [∑ [
𝑒(−𝑛+𝑖) 𝑡

−𝑛 + 𝑖
]

0

+∞+∞

𝑛=1

] 

= 𝐼𝑚 [∑
1

𝑛 − 𝑖

+∞

𝑛=1

] 

= 𝐼𝑚 [∑
𝑛 + 𝑖

𝑛2 + 1

+∞

𝑛=1

] 

Ainsi : 

𝑓(1) = ∑
1

𝑛2 + 1

+∞

𝑛=1

 

 

 


