
 

 

 

 

Exercice 1 : 

1)  

Soit 𝑃 ∈ 𝔼  posons : 𝑃(𝑋) = 𝑎4 𝑋
4 + 𝑅(𝑋) où : 𝑅(𝑋) ∈ ℝ3[𝑋] alors : 

 

Φ(𝑃) = (𝑋2 − 1) (4 𝑎4 𝑋
3 + 𝑅′(𝑋)) − (4 𝑋 + 1) (𝑎4 𝑋

4 + 𝑅(𝑋)) 

= 𝑋2 𝑅′(𝑋) − 4 𝑎4 𝑋
3 − 𝑅′(𝑋) − 𝑎4 𝑋

4 − 4 𝑋 𝑅(𝑋) − 𝑅(𝑋) 

 

Φ(𝑃) est donc une somme de polynômes de ℝ4[𝑋] donc Φ(𝑃) ∈ 𝔼 

 

Soit (𝑃1, 𝑃2, 𝛼) ∈ 𝔼
2 × ℝ  alors : 

Φ(𝑃1 + 𝛼 𝑃2) = (𝑋
2 − 1) (𝑃1(𝑋) + 𝛼 𝑃2(𝑋))

′
− (4 𝑋 + 1)(𝑃1(𝑋) + 𝛼 𝑃2(𝑋)) 

= (𝑋2 − 1) 𝑃1
′(𝑋) − (4 𝑋 + 1)𝑃1(𝑋) + 𝛼 ((𝑋

2 − 1) 𝑃2
′(𝑋) − (4 𝑋 + 1)𝑃2(𝑋)) 

Φ(𝑃1) + 𝛼 Φ(𝑃2) 

 Donc Φest un endomorphisme de 𝔼 



2) On a : 

Φ(1) = −(4 𝑋 + 1) = −1 − 4 𝑋 

Φ(𝑋) = (𝑋2 − 1) − (4 𝑋 + 1) 𝑋 = −1 − 𝑋 − 3 𝑋2 

Φ(𝑋2) = (𝑋2 − 1)(2 𝑋) − (4 𝑋 + 1) 𝑋2 = −2 𝑋 − 𝑋2 − 2 𝑋3 

Φ(𝑋3) = (𝑋2 − 1)(3 𝑋2) − (4 𝑋 + 1) 𝑋3 = −3 𝑋2 − 𝑋3 − 𝑋4 

Φ(𝑋4) = (𝑋2 − 1)(4 𝑋3) − (4 𝑋 + 1) 𝑋4 = −4 𝑋3 − 𝑋4 

 On en déduit : 

ℳℬ(Φ) =

(

 
 

−1 −1 0 0 0
−4 −1 −2 0 0
0
0
0

−3
0
0

−1
−2
0

−3
−1
−1

0
−4
−1)

 
 

 

3) On a : 

Φ((𝑋 − 1)4) = (𝑋2 − 1) (4 (𝑋 − 1)3) − (4 𝑋 + 1) (𝑋 − 1)4 

= 4 (𝑋 + 1) (𝑋 − 1)4 − (4 𝑋 + 1) (𝑋 − 1)4 

= (𝑋 − 1)4 (4 (𝑋 + 1) − (4 𝑋 + 1)) = 3 (𝑋 − 1)4  

 Donc  (𝑋 − 1)4 est un vecteur propre de Φ associé à la valeur propre 3 

4) Soit 𝑃 vecteur propre de Φ associé à la valeur propre 𝜆 alors : 

Φ(𝑃) = 𝜆 𝑃 

(𝑋2 − 1) 𝑃′(𝑋) − (4 𝑋 + 1) 𝑃(𝑋) = 𝜆 𝑃(𝑋) 

 D’où : 

((−𝑋)2 − 1) 𝑃′(−𝑋) − (4 (−𝑋) + 1) 𝑃(−𝑋) = 𝜆 𝑃(−𝑋) 

 

 Posons : 𝑄(𝑋) = 𝑃(−𝑋) alors : 

𝑄′(𝑋) = −𝑃′(−𝑋) 

 Et : 

(𝑋2 − 1)(−𝑄′(𝑋)) − (−4 𝑋 + 1)𝑄(𝑋) = 𝜆 𝑄(𝑋) 

 Soit : 

(𝑋2 − 1)𝑄′(𝑋) − (4 𝑋 − 1)𝑄(𝑋) = −𝜆 𝑄(𝑋) 

 Finalement : 

(𝑋2 − 1)𝑄′(𝑋) − (4 𝑋 + 1)𝑄(𝑋) = (−𝜆 − 2) 𝑄(𝑋) 

 Donc : 

Φ(𝑄) = (−𝜆 − 2) 𝑄 



 𝑄 est donc vecteur propre de Φ associé à la valeur propre (−𝜆 − 2) 

 Ainsi  (−𝑋 − 1)4 = (𝑋 + 1)4 est vecteur propre de Φ associé à la valeur propre −5 

5) On a pour 𝑃 ∈ 𝔼 : 

Φ(𝑃) = 𝜆 𝑃
 
⇔ (𝑋2 − 1) 𝑃′(𝑋) − (4 𝑋 + 1) 𝑃(𝑋) = 𝜆 𝑃(𝑋) 

 
⇔ (𝑋2 − 1) 𝑃′(𝑋) − (4 𝑋 + 1 + 𝜆) 𝑃(𝑋) = 0 

 
⇔∀ 𝑥 ∈ ]1,+∞[ ∶   (𝑥2 − 1) 𝑃′(𝑥) − (4 𝑥 + 1 + 𝜆) 𝑃(𝑥) = 0 

 
⇔∀ 𝑥 ∈ ]1,+∞[ ∶    𝑃′(𝑥) −

4 𝑥 + 1 + 𝜆

𝑥2 − 1
 𝑃(𝑥) = 0 

 Or, une décomposition en éléments simples donne : 

4 𝑥 + 1 + 𝜆

𝑥2 − 1
=

4 𝑥 + 1 + 𝜆

(𝑥 − 1) (𝑥 + 1)
=

𝑎

𝑥 − 1
+

𝑏

𝑥 + 1
 

 Avec : 

𝑎 =
5 + 𝜆

2
, 𝑏 =

−𝜆 + 3

2
 

 Ainsi : 

Φ(𝑃) = 𝜆 𝑃
 
⇔∃ 𝑐 ∈ ℝ ∶ ∀ 𝑥 ∈ ]1,+∞[ ∶  𝑃(𝑥) = 𝑐 𝑒

5+𝜆
2
 𝐿𝑛(𝑥−1)+

−𝜆+3
2

 𝐿𝑛(𝑥+1) 

 
⇔∃ 𝑐 ∈ ℝ ∶ ∀ 𝑥 ∈ ]1,+∞[ ∶  𝑃(𝑥) = 𝑐 (𝑥 − 1)

5+𝜆
2  (𝑥 + 1)

−𝜆+3
2  

 Sachant que 𝑃 est un polynôme de degré inférieur ou égal à 4, il faut rajouter les conditions : 

{
 
 

 
 

5 + 𝜆

2
= 𝑝 ∈ ℕ

−𝜆 + 3

2
∈ ℕ

5 + 𝜆

2
+
−𝜆 + 3

2
≤ 4

 
⇔ {

𝜆 = −5 + 2 𝑝 ∈ ℕ
4 − 𝑝 ∈ ℕ

𝑝 + 4 − 𝑝 ≤ 4
 

 
⇔ {

𝜆 = −5 + 2 𝑝

𝑝 ∈ ⟦0; 4⟧
 

Nous en déduisons que Φ possède 5 valeurs propres distinctes : −5,−3,−1,1,3 et chaque sous 

espace propre associé est de dimension 1 : 

𝔼−5 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[(𝑋 + 1)
4] 

𝔼−3 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[(𝑋 − 1) (𝑋 + 1)] 

𝔼−1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[(𝑋 − 1)
2 (𝑋 + 1)2] 

𝔼1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[(𝑋 − 1)
3 (𝑋 + 1)] 

𝔼3 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[(𝑋 − 1)
4] 

Φ est en particulier diagonalisable 



 


