
 

 

Corrigé 

1) Posons : 

{
𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝜃)
 

Alors : 

𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 + 𝑦2)2 − 2 𝑥2𝑦2 − 4 𝑥 𝑦 

= 𝑟4 − 2 𝑟4 𝑐𝑜𝑠2(𝜃) 𝑠𝑖𝑛2(𝜃) − 4 𝑟2𝑐𝑜𝑠(𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 

= 𝑟4  (1 −
1

2
𝑠𝑖𝑛2(2 𝜃) ) − 2 𝑟2 𝑠𝑖𝑛(2 𝜃) 

Or : 

1

2
 𝑠𝑖𝑛2(2 𝜃) ≤

1

2
 

−
1

2
 𝑠𝑖𝑛2(2 𝜃) ≥ −

1

2
 

1 −
1

2
𝑠𝑖𝑛2(2 𝜃) ≥

1

2
 

𝑟4  (1 −
1

2
𝑠𝑖𝑛2(2 𝜃) ) ≥

1

2
 𝑟4 

Et : 



2 𝑟2 𝑠𝑖𝑛(2 𝜃) ≤ 2 𝑟2 

−2 𝑟2 𝑠𝑖𝑛(2 𝜃) ≥ −2 𝑟2 

Donc : 

𝑓(𝑥, 𝑦) ≥
1

2
 𝑟4 − 2 𝑟2 

D’autre part : 

𝑟 = ‖(𝑥, 𝑦)‖2 

On en déduit par comparaison : 

lim
‖(𝑥,𝑦)‖2→+∞

𝑓(𝑥, 𝑦) = +∞ 

2) On note que 𝑓(0,0) = 0. Or pour 𝐴 = 1 ∶  ∃ 𝑅 > 0: ‖(𝑥, 𝑦)‖2 > 𝑅
 
⇒  𝑓(𝑥, 𝑦) > 1 

Soit 𝐷 la boule fermée pour la norme précédente de centre (0,0) et de rayon 𝑅. 𝐷 est un 

compact de ℝ2 et 𝑓 est continue sur 𝐷. Donc 𝑓 admet un minimum sur 𝐷 qu’elle atteinten 

au moins un point (𝑥0, 𝑦0). Or (0,0) ∈ 𝐷 donc : 

𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≤ 𝑓(0,0) = 0 

De plus : 

∀ (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2\𝐷: 𝑓(𝑥, 𝑦) > 1 > 𝑓(𝑥0, 𝑦0) 

𝑓 admet donc un minimum global en (𝑥0, 𝑦0). En ce point la différentielle est nulle donc les 

dérivées partielles sont solutions du système : 

{
 

 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 0

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 0

 

 
⇔ {

4 𝑥3 − 4 𝑦 = 0

4 𝑦3 − 4 𝑥 = 0
  

 
⇔ {

𝑦 = 𝑥3

𝑥 = 𝑥9
 

 
⇔ {

𝑥 = 0
𝑦 = 0

𝑜𝑢 {
𝑥 = 1
𝑦 = 1

𝑜𝑢 {
𝑥 = −1
𝑦 = −1

 

𝑓 admet donc 3 points stationnaires : 𝐴(0,0), 𝐵(1,1), 𝐶(−1,−1). Or : 

𝑓(1,1) = 𝑓(−1,−1) = −2 < 𝑓(0,0) 

Le minimum de 𝑓 est donc −2 et il est atteint en (1,1) et en (−1,−1) 

3) Sur 𝐷 = [−1,1]2 𝑔 a pour minimum −2 et atteint en (1,1) et en (−1,−1). 

𝑔 étant continue sur 𝐷 qui est compact, elle y admet un maximum qu’elle atteint. Or on a : 



𝑔(−1,1) = 6 > 𝑓(0,0) = 0 

Donc le maximum ne peut être atteint en un point intérieur de 𝐷 sinon les dérivées partielles 

devraient y être nulles toutes deux. Le maximum est donc atteint sur la frontière constituée 

de 4 segments. 

1er segment : 𝑥 = 1,−1 ≤ 𝑦 ≤ 1 : 

𝑔(1, 𝑦) = 1 + 𝑦4 − 4 𝑦 = ℎ(𝑦) 

ℎ′(𝑦) = 4 𝑦3 − 4 = 4 (𝑦3 − 1) 

donc 

∀ 𝑦 ∈ [−1,1[ ∶  ℎ′(𝑦) < 0 

Donc ℎ est strictement décroissante sur [−1,1] et donc atteint son maximum en −1 qui est : 

ℎ(−1) = 6 

2ème segment : 𝑥 = −1,−1 ≤ 𝑦 ≤ 1 : 

𝑔(1, 𝑦) = 1 + 𝑦4 + 4 𝑦 = 𝑘(𝑦) 

Une étude analogue au cas précédent montre que 𝑘 atteint son maximum en 1 qui est : 

𝑘(1) = 6 

On peut alors noter pour les deux autres segments qu’ils sont les symétriques des précédents 

par rapport à la bissectrice intérieure 𝑦 = 𝑥 et que l’on a 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑦, 𝑥). 

On en déduit que 𝑔 a pour minimum 6 qu’elle atteint en (−1,1) et (1, −1) 

 


