
 

 

 

Corrigé : 

1) On a  pour tout (𝑃, 𝑃′, 𝑄, 𝛼) ∈ 𝔼2 × ℝ : 

𝜑(𝑃 + 𝛼 𝑃′, 𝑄) = ∫(𝑃 + 𝛼 𝑃′)(𝑡)

1

−1

 𝑄(𝑡) 𝑑𝑡 

= ∫𝑃(𝑡)

1

−1

𝑄(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝛼 ∫𝑃′(𝑡)

1

−1

 𝑄(𝑡) 𝑑𝑡 

= 𝜑(𝑃, 𝑄) + 𝛼 𝜑(𝑃′, 𝑄) 

D’autre part : 

𝜑(𝑃, 𝑄) = 𝜑(𝑄, 𝑃) 

Donc : 

𝜑(𝑄, 𝑃 + 𝛼 𝑃′) = 𝜑(𝑄, 𝑃) + 𝛼 𝜑(𝑄, 𝑃′) 

𝜑 est donc une forme bilinéaire symétrique. 



Montrons qu’elle est définie positive : 

𝜑(𝑃, 𝑃) = 0
 
⇔ ∫𝑃2(𝑡)

1

−1

 𝑑𝑡 = 0 

 
⇔∀ 𝑡 ∈ [−1,1]: 𝑃2(𝑡) = 0 

 
⇔∀ 𝑡 ∈ [−1,1]: 𝑃(𝑡) = 0 

 
⇔ 𝑃 = 0 

Donc 𝜑 est définie. 

𝜑(𝑃, 𝑃) ≥ 0 

Donc 𝜑 est positive et finalement un produit scalaire sur 𝔼 

2) Appliquons le procédé d’orthogonalisation de Schmidt à la base  canonique 

(1, 𝑋, 𝑋2, 𝑋3) de 𝔼 : 

𝑃0 = 1 

𝑃1 = 𝑋 −
𝜑(𝑋, 𝑃0)

𝜑(𝑃0, 𝑃0)
 𝑃0 

Où : 

𝜑(𝑋, 𝑃0) = ∫𝑡

1

−1

 𝑑𝑡 = 0 

Donc : 

𝑃1 = 𝑋 

 

𝑃2 = 𝑋2 −
𝜑(𝑋2, 𝑃0)

𝜑(𝑃0, 𝑃0)
 𝑃0 −

𝜑(𝑋2, 𝑃1)

𝜑(𝑃1, 𝑃1)
 𝑃1 

Où : 

𝜑(𝑃0, 𝑃0) = ∫1

1

−1

 𝑑𝑡 = 2 

𝜑(𝑋2, 𝑃0) = ∫ 𝑡2
1

−1

 𝑑𝑡 =
2

3
 



𝜑(𝑋2, 𝑃1) = ∫ 𝑡3
1

−1

 𝑑𝑡 = 0 

Donc : 

𝑃2 = 𝑋2 −
1

3
 

 

𝑃3 = 𝑋
3 −

𝜑(𝑋3, 𝑃0)

𝜑(𝑃0, 𝑃0)
 𝑃0 −

𝜑(𝑋3, 𝑃1)

𝜑(𝑃1, 𝑃1)
 𝑃1 −

𝜑(𝑋3, 𝑃2)

𝜑(𝑃2, 𝑃2)
 𝑃2 

Où : 

𝜑(𝑃1, 𝑃1) = ∫ 𝑡2
1

−1

 𝑑𝑡 =
2

3
 

𝜑(𝑋3, 𝑃0) = ∫ 𝑡3
1

−1

 𝑑𝑡 = 0 

𝜑(𝑋3, 𝑃1) = ∫ 𝑡4
1

−1

 𝑑𝑡 =
2

5
 

𝜑(𝑋3, 𝑃2) = ∫ 𝑡3  (𝑡2 −
1

3
)

1

−1

 𝑑𝑡 = 0 

 

Donc : 

𝑃3 = 𝑋3 −
3

5
 𝑋 

3) On a : 

𝑃3 = 𝑋 (𝑋2 −
3

5
) = 𝑋 (𝑋 − √

3

5
) (𝑋 + √

3

5
) 

On a donc : 

𝑎 = −√
3

5
  ,    𝑏 = 0, 𝑐 = √

3

5
 

4)  Posons : 𝑃 = 𝛼 𝑋2 + 𝛽 𝑋 + 𝛾 alors : 



∫𝑃(𝑡)

1

−1

 𝑑𝑡 = 𝛼 ∫ 𝑡2
1

−1

 𝑑𝑡 + 𝛽 ∫ 𝑡

1

−1

 𝑑𝑡 +  𝛾 ∫ 𝑡

1

−1

 𝑑𝑡 =
2

3
 𝛼 + 2 𝛾 

Et : 

𝐴 𝑃(𝑎) + 𝐵 𝑃(𝑏) + 𝐶 𝑃(𝑐) = 𝐴 (
3

5
 𝛼 − √

3

5
 𝛽 + 𝛾) + 𝐵 𝛾 + 𝐶 (

3

5
 𝛼 + √

3

5
 𝛽 + 𝛾) 

Ainsi : 

∀ 𝑃 ∈ ℝ2[𝑋]: ∫𝑃(𝑡)

1

−1

 𝑑𝑡 = 𝐴 𝑃(𝑎) + 𝐵 𝑃(𝑏) + 𝐶 𝑃(𝑐) 

 
⇔

{
 
 

 
 

3

5
 𝐴 +

3

5
 𝐶 =

2

3

−√
3

5
  𝐴 + √

3

5
 𝐶 = 0

𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 2

 

 
⇔{

6

5
 𝐴 =

2

3
𝐶 = 𝐴

2 𝐴 + 𝐵 = 2

 

 
⇔

{
 
 

 
  𝐴 =

5

9

𝐶 =
5

9

𝐵 =
8

9

 

Donc : 

∀ 𝑃 ∈ ℝ2[𝑋]: ∫𝑃(𝑡)

1

−1

 𝑑𝑡 =
5

9
 𝑃 (−√

3

5
) +

8

9
 𝑃(0) +

5

9
 𝑃 (√

3

5
) 

5) Soit 𝑃 ∈ ℝ5[𝑋] alors par division euclidienne : 

∃ ! (𝑄, 𝑅) ∈ (ℝ5[𝑋])
2 ∶  𝑃 = 𝑄 𝑃3 + 𝑅 

Avec : 

𝑑°(𝑅) < 𝑑°(𝑃3) = 3 

Donc : 

𝑅 ∈ ℝ2[𝑋] 

Or : 



(𝑑°(𝑃) = 𝑑°(𝑅) 𝑒𝑡 𝑄 = 0) 𝑜𝑢  𝑑°(𝑃) =  𝑑°(𝑄) + 𝑑°(𝑃3) 

Donc : 

𝑑°(𝑄) ≤ 2 

Et : 

𝑄 ∈ ℝ2[𝑋] 

On a alors 

∫𝑃(𝑡)

1

−1

 𝑑𝑡 = ∫𝑄(𝑡) 𝑃3(𝑡)

1

−1

 𝑑𝑡 + ∫𝑅(𝑡)

1

−1

 𝑑𝑡 

= 0 +
5

9
 𝑅(𝑎) +

8

9
 𝑅(𝑏) +

5

9
 𝑅(𝑐) 

=
5

9
 𝑃(𝑎) +

8

9
 𝑃(𝑏) +

5

9
 𝑃(𝑐) 

 


