
 

 

 

Corrigé : 

1) Soit 𝐴 > 0 alors : 

∃ 𝑛0  ∈  ℕ ∶  ∑ 𝑎𝑛 𝑅𝑛

𝑛0

𝑛=0

> 𝐴 

Or : 

∀ 𝑥 ∈  [0, 𝑅[ ∶ 𝑆(𝑥) ≥ ∑ 𝑎𝑛 𝑥𝑛

𝑛0

𝑛=0

 

Et : 

lim
𝑥→𝑅−

∑ 𝑎𝑛 𝑥𝑛

𝑛0

𝑛=0

= ∑ 𝑎𝑛 𝑅𝑛

𝑛0

𝑛=0

> 𝐴 



Donc : 

∃ 𝛼 ∈ ]0; +∞[ ∶  ∀ 𝑥 ∈  ]𝑅 − 𝛼, 𝑅[ ∶  ∑ 𝑎𝑛 𝑥𝑛

𝑛0

𝑛=0

> 𝐴 

On en déduit par comparaison : 

lim
𝑥→𝑅−

𝑆(𝑥) = +∞ 

2) On a : 

∀ 𝑥 ∈  ]−1,1[  ∶ 𝑓′(𝑥) =
1

√1 − 𝑥2
= (1 − 𝑥2)−

1
2 

= ∑
(−

1
2) (−

1
2 − 1) … (−

1
2 − 𝑛)

𝑛!

+∞

𝑛=0

 (−𝑥2)𝑛 

= ∑
(−1)𝑛

𝑛!

1 × 3 … (2 𝑛 − 1)

2𝑛

+∞

𝑛=0

 (−1)𝑛𝑥2 𝑛 

= ∑
1

𝑛!

(2 𝑛) !

2𝑛 × 2 × 4 × … × (2 𝑛)

+∞

𝑛=0

 𝑥2 𝑛 

= ∑
(2 𝑛) !

22 𝑛 (𝑛!)2

+∞

𝑛=0

 𝑥2 𝑛 

3) On déduit par intégration pour tout 𝑥 de ]−1,1[ 

𝑓(𝑥) = ∑
(2 𝑛) !

22 𝑛 (𝑛!)2
 

𝑥2 𝑛+1

2 𝑛 + 1

+∞

𝑛=0

  

4) Le terme général 𝑏 𝑛 du développement en série entière de 𝑓(𝑥) sur ]−1,1[  est  

défini par : 

{

 𝑏2 𝑛 = 0

𝑏2 𝑛+1 =
(2 𝑛) !

22 𝑛 (𝑛!)2
 ×

1

2 𝑛 + 1

 

Cette série entière est convergente sur ]−1,1[ donc son rayon de convergence 𝑅 vérifie : 

𝑅 ≥ 1 

Or pour 𝑥 > 1, considérons la série de terme général 𝑐𝑛 défini par : 

𝑐𝑛 =
(2 𝑛) !

22 𝑛 (𝑛!)2
 

𝑥2 𝑛+1

2 𝑛 + 1
 

On a : 



𝑐𝑛+1

𝑐𝑛
=

𝑏2 𝑛+3

𝑏2 𝑛+1
=

(2 𝑛 + 2) (2 𝑛 + 1)(2 𝑛 + 1) 𝑥2 

4 (𝑛 + 1)2 (2 𝑛 + 3)
~

8 𝑛3 𝑥2

8 𝑛3
~𝑥2 

Donc : 

lim
𝑛→+∞

𝑐𝑛+1

𝑐𝑛
= 𝑥2 > 1 

La règle de D’Alembert montre alors que la série de terme général 𝑐𝑛  diverge et donc : 

𝑅 ≤ 1 

D’où : 

𝑅 = 1 

Considérons alors la série entière de terme général 𝑢𝑛(𝑥) défini par : 

𝑢𝑛(𝑥) = 𝑏 𝑛 𝑥𝑛 

Le rayon de convergence de cette série est 𝑅 = 1. Les termes 𝑏 𝑛 sont positifs ou nuls. 

Supposons alors par l’absurde que la série de terme général 𝑢𝑛(1) diverge alors on 

aurait d’après 1) :  

lim
𝑥→1−

∑
(2 𝑛) !

22 𝑛 (𝑛!)2

𝑥2 𝑛+1

2 𝑛 + 1

+∞

𝑛=0

= +∞ 

Donc : 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = +∞ 

Soit : 

lim
𝑥→1−

𝑠𝑖𝑛−1(𝑥) = +∞ 

Ce qui est absurde. 

Donc la série de terme général 𝑢𝑛(1) = 𝑏 𝑛 converge. Or sur [−1,1]  on a : 

|
(2 𝑛) !

22 𝑛 (𝑛!)2
 

𝑥2 𝑛+1

2 𝑛 + 1
| ≤

(2 𝑛) !

22 𝑛 (𝑛!)2
 

1

2 𝑛 + 1
= 𝑏 𝑛 

La série entière de terme général 𝑢𝑛(𝑥) est donc normalement convergente sur [−1,1] donc 

sa somme 𝑆(𝑥) est continue sur [−1,1]. On en déduit : 

𝑆(1) = lim
𝑥→1−

𝑆(𝑥) = lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = 𝑓(1) 

𝑆(−1) = lim
𝑥→(−1)+

𝑆(𝑥) = lim
𝑥→(−1)+

𝑓(𝑥) = 𝑓(−1) 

Ainsi : 

∀ 𝑥 ∈ [−1,1] ∶  𝑓(𝑥) = 𝑆(𝑥) = ∑ 𝑏 𝑛 𝑥𝑛

+∞

𝑛=0

 



 


