
 

 

 

Corrigé 

1) Commençons par la définition de l’intégrande en posant : 

𝑔(𝑥, 𝑡) =
1

√(1 − 𝑡) (1 + 𝑥 𝑡)
 

si 𝑥 ≥ 0, on a pour tout 𝑡 ∈ [0,1[ ∶  1 − 𝑡 > 0, 1 + 𝑥 𝑡 > 0 donc 𝑔(𝑥, 𝑡) est définie 

si 𝑥 < 0, 𝑔(𝑥, 𝑡) est définie pour tout 𝑡 ∈ [0,1[ si et seulement si : 

∀ 𝑡 ∈ [0,1[ ∶   1 + 𝑥 𝑡 > 0 

 
⇔ ∀ 𝑡 ∈ [0,1[  ∶  𝑥 𝑡 > −1 

 
⇔ ∀ 𝑡 ∈ [0,1[  ∶   𝑡 < −

1

𝑥
 

 
⇔  −

1

𝑥
 ≥ 1 

 
⇔ − 𝑥 ≤ 1 

 
⇔ 𝑥 ≥ −1 

Donc 𝑔(𝑥, 𝑡) est définie pour tout 𝑡 ∈ [0,1[ si et seulement si 𝑥 ∈ [−1, +∞[ 

Etudions maintenant la convergence de l’intégrale impropre en 1. 



Pour 𝑥 ∈ ]−1, +∞[ on a en 𝑡 = 1 : 

1

√(1 − 𝑡) (1 + 𝑥 𝑡)
 ~ 

1

√1 − 𝑡 
 

1

√ 1 + 𝑥
 

L’intégrale est donc convergente en 1. 

Pour 𝑥 = −1 on a en 𝑡 = 1 : 

1

√(1 − 𝑡) (1 + 𝑥 𝑡)
 ~

1

1 − 𝑡
 

L’intégrale est donc divergente en 1. 

𝑓 est donc définie sur ]−1, +∞[ 

 

2) Soit −1 < 𝑥 < 𝑦 alors : 

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) = ∫
1

√1 − 𝑡
 (

1

√1 + 𝑥 𝑡
−

1

√1 + 𝑦 𝑡
)

1

0

 𝑑𝑡  

= ∫
1

√1 − 𝑡
 (

√1 + 𝑦 𝑡 − √1 + 𝑥 𝑡

√1 + 𝑥 𝑡 √1 + 𝑦 𝑡
)

1

0

 𝑑𝑡 

= ∫
1

√1 − 𝑡
 (

(1 + 𝑦 𝑡) − (1 + 𝑥 𝑡)

√1 + 𝑥 𝑡 √1 + 𝑦 𝑡 (√1 + 𝑦 𝑡 + √1 + 𝑥 𝑡)
)

1

0

 𝑑𝑡 

= (𝑦 − 𝑥) ∫
1

√1 − 𝑡
 (

𝑡

√1 + 𝑥 𝑡 √1 + 𝑦 𝑡 (√1 + 𝑦 𝑡 + √1 + 𝑥 𝑡)
)

1

0

 𝑑𝑡 

Posons : 

ℎ(𝑥, 𝑡) =
1

√1 − 𝑡
 (

𝑡

√1 + 𝑥 𝑡 √1 + 𝑦 𝑡 (√1 + 𝑦 𝑡 + √1 + 𝑥 𝑡)
) 

ℎ(𝑥, 𝑡) est une fonction continue de la variable 𝑡 et strictement positive sur l’intervalle [0;
1

2
] 

Donc : 

∫ ℎ(𝑥, 𝑡)

1

0

 𝑑𝑡 ≥ ∫ ℎ(𝑥, 𝑡)

1
2

0

 𝑑𝑡 > 0 

Or : 𝑦 − 𝑥 > 0 donc : 

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) > 0 



Ainsi 𝑓 est strictement décroissante sur ]−1, +∞[ 

3) limite en -1  

posons 𝑥 = −1 + ℎ pour ℎ > 0 : 

𝑓(−1 + ℎ) = ∫
1

√(1 − 𝑡) (1 − 𝑡 + ℎ  𝑡)

1

0

 𝑑𝑡 

= ∫
1

√(1 − 𝑡)2 +  ℎ 𝑡 (1 − 𝑡)

1

0

 𝑑𝑡 ≥  ∫
1

√(1 − 𝑡)2 +  ℎ

1

0

 𝑑𝑡 

Faisons un changement de variable : 

1 − 𝑡 = 𝑢, 𝑑𝑡 = −𝑑𝑢 

Alors : 

∫
1

√(1 − 𝑡)2 +  ℎ

1

0

 𝑑𝑡 = ∫
1

√𝑢2 +  ℎ

1

0

 𝑑𝑢 

= [𝐿𝑛 |𝑢 + √𝑢2 +  ℎ|]
0

1

= 𝐿𝑛(1 + √1 +  ℎ) − 𝐿𝑛(√ℎ) 

Or : 

lim
ℎ→0+

𝐿𝑛(1 + √1 +  ℎ) − 𝐿𝑛(√ℎ) = +∞ 

On en déduit par comparaison : 

lim
ℎ→0+

𝑓(−1 + ℎ) = +∞ 

limite en +∞ : On a : 

0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ∫
1

√(1 − 𝑡) 𝑥 𝑡

1

0

 𝑑𝑡 =
1

√𝑥
 ∫

1

√(1 − 𝑡) 𝑡

1

0

 𝑑𝑡 

L’intégrale majorante étant définie car en 0 on a : 

1

√(1 − 𝑡) 𝑡
~

1

√𝑡
 

Le théorème des gendarmes montre alors que : 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 

4) On a : 



𝑓(0) = ∫
1

√1 − 𝑡

1

0

 𝑑𝑡 = [−2 √1 − 𝑡 ]
0

1
= 2 

𝑓(1) = ∫
1

√1 − 𝑡2

1

0

 𝑑𝑡 = [𝑠𝑖𝑛−1(𝑡) ]0
1 = 𝑠𝑖𝑛−1(1) − 𝑠𝑖𝑛−1(0) =

𝜋

2
 

5)   On pose : 

𝑢 = √
1 + 𝑥 𝑡

1 − 𝑡
 

Alors : 

𝑢2 =
1 + 𝑥 𝑡

1 − 𝑡
 

𝑢2 (1 − 𝑡) = 1 + 𝑥 𝑡 

𝑢2 − 𝑢2 𝑡 = 1 + 𝑥 𝑡 

𝑡 =
𝑢2 − 1

𝑢2 + 𝑥
= 1 −

𝑥 + 1

𝑢2 + 𝑥
 

𝑑𝑡 =
2 𝑢 (𝑥 + 1)

(𝑢2 + 𝑥)2
 𝑑𝑢 

Ainsi : 

𝑓(𝑥) = ∫
1

1 − 𝑡
√

1 − 𝑡

1 + 𝑥 𝑡

1

0

 𝑑𝑡 

= ∫
𝑢2 + 𝑥

𝑥 + 1
 
1

𝑢

+∞

1

 
2 𝑢 (𝑥 + 1)

(𝑢2 + 𝑥)2
 𝑑𝑢 

= 2 ∫  
1

𝑢2 + 𝑥
 𝑑𝑢

+∞

1

  

Distinguons 3 cas : 

1er cas : 𝑥 > 0 : 

𝑓(𝑥) = 2 ∫  
1

𝑢2 + (√𝑥)
2  𝑑𝑢

+∞

1

 

= 2 [
1

√𝑥
 tan−1 (

𝑢

√𝑥
)]

1

+∞

 



=
2

√𝑥
 (

𝜋

2
− tan−1 (

1

√𝑥
)) 

2ème cas : 𝑥 = 0 : 

𝑓(𝑥) = 2 ∫  
1

𝑢2
 𝑑𝑢

+∞

1

 

= 2 [−
1

𝑢
]

1

+∞

= 2 

3ème cas :−1 < 𝑥 < 0 : 

𝑓(𝑥) = 2 ∫  
1

𝑢2 − (√−𝑥)
2  𝑑𝑢

+∞

1

 

= 2 [
1

2 √−𝑥
 𝐿𝑛 |

𝑢 + √−𝑥

𝑢 − √−𝑥
|]

1

+∞

 

=
1

√−𝑥
 𝐿𝑛 (

1 + √−𝑥

1 − √−𝑥
) 

 


