
 

 

 

Corrigé : 

1)   On a : 

𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑡) = 𝑒𝑥 𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 

La fonction à intégrer est continue sur ]0;
𝜋

2
] donc intégrable au sens de Riemann sur tout sous 

intervalle de cet ensemble. Le problème de la convergence de l’intégrale impropre se pose en 

0. Or en 0 : 

𝑒𝑥 𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡)) = 𝑒𝑥 𝐿𝑛(𝑡+𝑜(𝑡)) 

= 𝑒𝑥 𝐿𝑛(𝑡)+ 𝐿𝑛(1+𝑜(1)) = 𝑒𝑥 𝐿𝑛(𝑡) 𝑒𝑥 𝐿𝑛(1+𝑜(1)) 

∼ 𝑡𝑥 =
1

𝑡−𝑥
 

La condition nécessaire et suffisante pour que l’intégrale impropre converge est donc : 

−𝑥 < 1 

Soit : 



𝑥 > −1 

𝑓 est donc bien définie sur ]−1;+∞[ 

2)  Définissons pour 𝑛 ∈ ℕ∗ : 

𝑓𝑛(𝑥) = ∫ 𝑠𝑖𝑛
𝑥(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

1
𝑛

 

La suite de fonctions 𝑓𝑛(𝑥) tend simplement sur]−1;+∞[   vers 𝑓(𝑥) 

Or 𝑔(𝑥, 𝑡) = 𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑡) est une fonction de deux variables continue sur  ]−1;+∞[ × [
1

𝑛
;
𝜋

2
] et 

admet sur ce domaine une dérivée partielle continue qui est : 

𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡) = 𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡))  𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑡) 

Donc 𝑓𝑛(𝑥) est dérivable sur ]−1;+∞[ et : 

𝑓𝑛′(𝑥) = ∫ 𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 𝑠𝑖𝑛
𝑥(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

1
𝑛

 

Or en 0 : 

𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑡) = 𝐿𝑛(𝑡 + 𝑜(𝑡)) 𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑡) 

= (𝐿𝑛(𝑡) + 𝐿𝑛(1 + 𝑜(1))) 𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑡) ∼  𝐿𝑛(𝑡) 𝑡𝑥 =
𝐿𝑛(𝑡)

𝑡−𝑥
 

Donc l’intégrale impropre est convergente. Ainsi 𝑓𝑛′(𝑥) tend simplement sur ]−1;+∞[ vers 

la fonction : 

𝑔(𝑥) = ∫ 𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

Soient 𝑎 < 𝑏 tels que  [𝑎; 𝑏] ⊂ ]−1;+∞[  montrons que la convergence précédente est 

uniforme sur [𝑎; 𝑏] en considérant : 

 

|𝑓𝑛
′(𝑥) − 𝑔(𝑥)| = ||∫ 𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 𝑠𝑖𝑛

𝑥(𝑡) 𝑑𝑡

1
𝑛

0

|| 



|𝑓𝑛
′(𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ ∫|𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡))| 𝑒𝑥 𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 𝑑𝑡

1
𝑛

0

 

Or sur [𝑎; 𝑏] : 

𝑥 𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡)) ≤ 𝑎 𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 

donc : 

𝑒𝑥 𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡)) ≤ 𝑒𝑎 𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 

Donc : 

|𝑓𝑛
′(𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ ∫|𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡))| 𝑒𝑎 𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 𝑑𝑡

1
𝑛

0

= ∫|𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡))| 𝑒𝑎 𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 𝑑𝑡

1
𝑛

0

 

La quantité majorante étant indépendante de 𝑥 et tendant vers 0 quand 𝑛 tend vers l’infini, 

la convergence est uniforme sur [𝑎; 𝑏]. On en déduit que 𝑓 est dérivable sur [𝑎; 𝑏] et que : 

𝑓′(𝑥) = 𝑔(𝑥) 

De plus 𝑓𝑛
′(𝑥) étant continue sur [𝑎; 𝑏] la limite uniforme  de cette suite de fonctions est 

continue sur [𝑎; 𝑏] ce qui montre que 𝑓 est de classe 𝐶1 sur [𝑎; 𝑏] donc sur ]−1;+∞[ 

Or sur [
1

𝑛
;
𝜋

2
] on a : 

𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑡) ≤ 0 

Et cette dernière fonction est continue et non identiquement nulle, on en déduit : 

∫𝐿𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

1
𝑛

< 0 

D’autre part, cette suite est décroissante, donc sa limite est strictement négative. Ainsi : 

𝑓′(𝑥) < 0 

𝑓 est donc strictement décroissante sur ]−1;+∞[ 

3)   On a sur ]−1;+∞[ : 

𝑓(𝑥 + 2) = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥+2(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= ∫𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑠𝑖𝑛𝑥+1(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

Faisons une intégration par partie en posant : 

𝑢′(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡), 𝑢(𝑡) =  − 𝑐𝑜𝑠(𝑡) 



𝑣(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛𝑥+1(𝑡), 𝑣′(𝑡) = (𝑥 + 1) 𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝑡) 

𝑓(𝑥 + 2) = [− 𝑐𝑜𝑠(𝑡) 𝑠𝑖𝑛𝑥+1(𝑡)]0

𝜋
2 + (𝑥 + 1)∫ 𝑐𝑜𝑠2(𝑡) 𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= (𝑥 + 1)∫(1 − 𝑠𝑖𝑛2(𝑡)) 𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= (𝑥 + 1)

(

 ∫  𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

−∫  𝑠𝑖𝑛𝑥+2(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0
)

  

soit : 

𝑓(𝑥 + 2) = (𝑥 + 1) (𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 + 2)) 

D’où : 

𝑓(𝑥 + 2) =
𝑥 + 1

𝑥 + 2
 𝑓(𝑥) 

 

4)    Pour 𝑥 > 0 on a : 

ℎ(𝑥 + 1) = (𝑥 + 1) 𝑓(𝑥 + 1) 𝑓(𝑥) 

= (𝑥 + 1) 
𝑥

𝑥 + 1
 𝑓(𝑥 − 1) 𝑓(𝑥)  

= 𝑥 𝑓(𝑥 − 1) 𝑓(𝑥) = ℎ(𝑥) 

Pour 𝑛 ∈ ℕ∗ : 

ℎ(𝑛) = ℎ(1) = 𝑓(1)𝑓(0) 

Or : 

𝑓(0) = ∫ 𝑠𝑖𝑛0(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

=
𝜋

2
 

𝑓(1) = ∫ 𝑠𝑖𝑛1(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= [− 𝑐𝑜𝑠(𝑡)]0

𝜋
2 = 1 

D’où : 

ℎ(𝑛) =
𝜋

2
 

5)     On a en (−1) : 

𝑓(𝑥) =
𝑥 + 2

𝑥 + 1
𝑓(𝑥 + 2) ∼

1

𝑥 + 1
𝑓(1)  ∼

1

𝑥 + 1
 



6)   Pour 𝑥 > 0 on a : 

𝑓(𝑥 + 1) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥 − 1) 

𝑥

𝑥 + 1
𝑓(𝑥 − 1) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥 − 1) 

Or 𝑓(𝑥 − 1) > 0 donc : 

𝑥

𝑥 + 1
≤

𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥 − 1)
≤ 1 

Le théorème des gendarmes conduit alors en +∞  à : 

𝑓(𝑥) ∼ 𝑓(𝑥 − 1) 

Donc  à : 

ℎ(𝑥) ∼ 𝑥 (𝑓(𝑥))
2
 

Notons alors 𝑛(𝑥) la partie entière de 𝑥 qui vérifie : 

𝑛(𝑥) ≤ 𝑥 < 𝑛(𝑥) + 1 

Donc : 

𝑓(𝑛(𝑥) + 2) ≤ 𝑓(𝑛(𝑥) + 1) < 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑛(𝑥)) 

Soit : 

𝑛(𝑥) + 1

𝑛(𝑥) + 2
𝑓(𝑛(𝑥)) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑛(𝑥)) 

On en déduit : 

𝑓(𝑥) ∼ 𝑓(𝑛(𝑥)) 

Or : 

𝑥 ∼ 𝑛(𝑥) 

𝑓(𝑛(𝑥)) ∼ 𝑓(𝑛(𝑥) − 1) 

𝑛(𝑥) 𝑓(𝑛(𝑥)) 𝑓(𝑛(𝑥) − 1) =
𝜋

2
 

D’où : 

𝑥 (𝑓(𝑥))
2
∼
𝜋

2
 

Finalement : 

𝑓(𝑥) ∼ √
𝜋

2 𝑥
 

 



 


