Exercice 2
Soit f la fonction définie par :

flz) = fn} sin®(t) dt
1) Montrer que f est définie sur lintervalle | — 1, +oq].
2) Montrer que f est de classe C' et p-réc;:'ser son sens de variation.
3) Déterminer une fonction g telle que :
Vz €] - 1, +oof, f(z +2) = g(z) f(z)
{) On considére la fonction h définie par :
Yz > 0,h(z) =z f(z)f(x —1)

Montrer que :
Yr > 0.h(r + 1) = h(x)

Calculer h(n) pour tout entier n naturel non nul.
5) Déterminer un équivalent simple de f(z) quand x tend vers —1.

6) Déterminer un équivalent simple de f(x) quand x tend vers +oc.

Corrigé :

1) Ona:
sin*(t) = e* Ln(sin(t))

. N , . A . , .
La fonction a intégrer est continue sur ]0; ;] doncintégrable au sens de Riemann sur tout sous

intervalle de cet ensemble. Le probléme de la convergence de I'intégrale impropre se pose en
0.0renO:

e* Ln(sin(0)) — e* Ln(t+o(1))

— X Ln(®)+ Ln(1+0(1)) — e* Ln(®) px Ln(1+0(1))
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La condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale impropre converge est donc :
—x <1

Soit :



x>-1
f est donc bien définie sur |—1; +oo[
2) Définissons pourn € N*:

fn(x) = | sin*(t) dt

St i

La suite de fonctions f;, (x) tend simplement sur]—1; +oo[ vers f(x)

Or g(x,t) = sin*(t) est une fonction de deux variables continue sur |—1; +oo[ X E,%] et

admet sur ce domaine une dérivée partielle continue qui est :
d
% (x,t) = Ln(sin(t)) sin*(t)

Donc f;,(x) est dérivable sur |—1; +oo[ et :

)

fir' (x) = Ln(sin(t)) sin*(t) dt
OrenO:
Ln(sin(t)) sin*(t) = Ln(t + o(t)) sin*(t)

Ln(t)
t—x

= (Ln(®) + Ln(1 + 0(1))) sin*(t) ~ Ln(t) t* =

Donc l'intégrale impropre est convergente. Ainsi f;,'(x) tend simplement sur |—1; +oo[ vers
la fonction :

T
2

glx) = J Ln(sin(t)) sin*(t) dt

0

Soient a < b tels que [a;b] € ]—1;4+o[ montrons que la convergence précédente est
uniforme sur [a; b] en considérant :

1
n

lfn(x) —g(x)| = an(sin(t)) sin*(t) dt

0



1

Ifn(x) —g()| < f |Ln(sin(t))| e* tnlsin®) g¢

Orsur [a; b] :
x Ln(sin(t)) < a Ln(sin(p))
donc:
eX Ln(sin(t)) < et Ln(sin(t))
Donc:
1 1
n n
I (x) — g(x)] < f|Ln(sin(t))| @ Ln(sin(®) g¢ = f|Ln(sin(t))| ga Ln(sin(0) g¢
0 0

La quantité majorante étant indépendante de x et tendant vers 0 quand n tend vers l'infini,
la convergence est uniforme sur [a; b]. On en déduit que f est dérivable sur [a; b] et que :

fix) =g

De plus f, (x) étant continue sur [a; b] la limite uniforme de cette suite de fonctions est
continue sur [a; b] ce qui montre que f est de classe C; sur [a; b] donc sur |—1; +oo[

Or sur [1

T
=:;=|lona:
n°2

Ln(sin(t)) sin*(t) <0

Et cette derniere fonction est continue et non identiquement nulle, on en déduit :

Ln(sin(t)) sin*(t) dt < 0

St —— iy

D’autre part, cette suite est décroissante, donc sa limite est strictement négative. Ainsi :
f'(x) <0
f est donc strictement décroissante sur |—1; +oo[
3) Onasur]—1;+4o0[:

£
2

sin**2(t) dt = J sin(t) sin**t1(t) dt
0

fx+2)=

o — iy

Faisons une intégration par partie en posant :

u'(t) = sin(t), u(t) = — cos(t)



v(t) = sin**1(¢), v'(t) = (x + 1) sin*(t) cos(t)

T

T

flx+2) =[—cos(t) sinx“(t)]g +(x+1) f cos?(t) sin*(t) dt

A TL’

= (x4 1) f (1 — sin?(D)) sin®(0) dt = (x + 1) ( ] sin*(t) dt —

soit :

fax+2)=x+1) (f(x) = flx+2))

D’ou :

z
f sin**2(t) dt)
0

x+1
f(x+2)=mf(x)

4) Pourx >0ona:
h(x+1)=@x+1) f(x+1)f(x)
=G+ D) S5 fE-D
=xf(x—1) f(x) = h(x)

Pourn € N* :
h(n) = h(1) = f(1)f(0)
Or:
7
f(0) = fsino(t) dt :%
0
f() = J sint(t) dt = [— cos(t)]% =
0
D’ou :
h(n) =%
5) Onaen(-1):
2
f(x) = * —f(x+2

x+1 x+1




6) Pourx >0ona:
fa+D) < fE < flx-1)
XLHf(x—Dsf(x)sf(x—l)
Or f(x —1) > 0donc:

X f(x)
x+1sf(x—1)Sl

Le théoréme des gendarmes conduit alors en 40 a:
fl) ~flx—1)
Donc a:
2
h(x) ~ x (f(x))
Notons alors n(x) la partie entiére de x qui vérifie :

nx)<x<n(x)+1

Donc:
fn(x)+2) < f(n(x) +1) < f(x) < f(n))
Soit :
1
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On en déduit :

f(x) ~ f(n(x))
Or:

x ~ n(x)
f(n() ~ fF(r(x) = 1)
1) F(n0) F(nC) — 1) = 2

D’ou :

x(f00)" ~3
Finalement :
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