Ex_ercice 2
On considére U'équation différentielle suivante, ou y désigne une fonction
inconnue réelle d'une variable réelle dérivable :

VYrel, Qx(l—x)y’-i—[l—x)y:] (1)

ot I est un intervalle de R.
1) Chercher les fonctions S développables en série entiére au voisinage de 0,

solutions de ['équation (1).
2) Chercher les solutions de 'équation (1) respectivement sur les intervalles

| = o0,0[, ]0,1[, et ]1,+20].

3) Montrer qu’il existe une fonction f unique, définie sur l'intervalle | =00, 1],
dérivable, et solution de 'équation différentielle (1).

4) Montrer que la fonction f déterminée ¢ la questwn précédente est de
classe C* sur lintervalle | — oo, 1[. .

Corrigé :
1)  Soit S(x) une fonction développable en série entiére. Posons :
+00
S(x) = Z a, x™
n=0

Alors, la condition nécessaire et suffisante pour que S soit solution de (1) est:
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Or la série de terme général ci-dessus vérifie :
An+1
= XxX(2n+1
an 2n+2 ( )
soit :
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lim =1 =1
n—-+oo aTl

D’apreés la regle de D’Alembert, son rayon de convergence est 1. Il n’y a donc qu’une solution
de (1 )développable en série entiére au voisinage de 0 qui est la série de rayon de
convergence 1:
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Cherchons alors une expression analytique de S. Pour cela posons pour x >0 y =+/x

soit x = y?, alors:
400
1 yZ n+1
=35
=32 7nr1
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Posons sur [0,1]:

Foo y2n+1
— — 2
k(y)—ZOZn+1 SO
n:

k est dérivable sur [0,1[ par composition et :

+ 00
k' (y) = Z y*n = -
— 12
n=0 1 y

Doncsur[0,1[ona:

y

=K+ [ =3 (1)
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On en déduit sur ]0,1]




S(x) = 1 Ln<1+x/§>

2vVx  \1—-+x
Faisons un méme travail sur ]|—1,0[ en posant y = v/—x, soitx = —y? alors:
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Posons sur [0,1]:

2n+1

g(y)—z YT so7)

g est dérivable sur [0,1[ par composition et :

9' )= i (—Dry2" = i(_yz)n _
n=0 n=0

Doncsur[0,1[ona:

y
FO) = 1O + [ 15 = tan )
0
On en déduit sur |—1,0]
S(x) = > \/1__xtan‘1(\/—_x)

et on peut prolonger cette définition par continuité sur ]—1,0]

2) Pourl =]—0;0[oul =]0;1[oul =]1;+o[0ona:

1 1
(1)<:>Vxel-y _Z_y m

Nous sommes en présence d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec second
membre.

Pour I =]0;1[ ou I = ]1; +o[ la solution générale est de la forme :

1 c
y(x) = ce 2" 4y, (x) = =+ yp(x)

Vx

ou c¢ est une constante arbitraire et yp une solution particuliere, que nous allons déterminer
par la méthode de la variation de la constante en posant :

c(x)
yp(x) = \/}




soit :
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Ainsi :
yp solution de (1)
.c’(x)_ c(x) __i c(x) 1
S Vxel: NG Zx\/E_ > x \/}+2x(1—x)
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S vxel: Ve 2x(1-x)
1 1

o Vxel:c(x)=

2Vx (1 - (Vx)*)

Soit en posant : u(x) = Vx

u'(x
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1—(u(x))
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La fonction yp suivante répond donc a la question :
1 1++x
x) = Ln
yp(x) 2 Vx ‘1_\&
La solution générale sur I est donc:
c 1 14+ Vx

y(x)=ﬁ+2\/§ Ln = Vx

Pour I = ]—o0; 0[ la solution générale est de la forme :

Lo c
y() = ce 2 4 yp(x) = =+ yp(x)

V=x

ou c¢ est une constante arbitraire et yp une solution particuliere, que nous allons déterminer
par la méthode de la variation de la constante en posant :

_ @
yp(x) = N

soit :




'@ V=x =)= o c'(x) c(x)

yp(x) = (=) N T V=x 2xv—=x
Ainsi :
yp solution de (1)
(:)vxEI:C(\/—ix)_zgcc(j/C)—_x lef/(—ig)c 2x(i—x)
c'(x) 1
<:>VXEI:\/—_x:2X(1—X)
o Vxel:c(x)= b !
V=X + (V=2))
Soit en posant : u(x) = vV—x
VxEI:c’(x)=u,L)2
1+(u(x))

e Vxel: c(x) =tan *(u(x)) + cte = tan™*(v—x) + cte

La fonction yp suivante répond donc a la question :

yp(x) = \/i_x tan~t(v=x)

La solution générale sur |—oo; O[ est donc :

y(x) =—+ tan™!(V—x)

v—v—

3) Notons qu’en faisant x = 0 dans I’équation (1) toute solution vérifie y(0) = 1. De
plus elle vérifie d’aprés ce qui précede :

sur |—o0; 0f :
o) 1
y(x)=\/__x+\/_ tan~t(v=x)

sur]0; 1] :
o= 2 1 <1+x/§>
PETE T 2R Tk

Or:




i, = tan (V) =
etenO:
1 1+t 1 /1+¢t 1 2t 1
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Donc:

La solution y devant avoir une limite a gauche et une limite a droite finie en 0, cela impose :
Cl = C2 = 0

D’ou la solution unique sur |—oo; 1[ définie par :

sur |—oo; 0] :
Ji€9) :\/i_x tan~*(v/=x)
sur]0; 1] :
1 1+Vx
0=z (1)
et:

y(0)=1

4) L'étude faite au 1) a montré que que la solution précédente était développable en
série entiére sur |—1; 1[ donc C*® sur ce méme intervalle. Posons alors :

h(x) =

1
tan 1(v/—x
7= e )
h est C* sur |—oo; 0[ et coincide avec f sur cet intervalle donc f est C* sur |—oo; —0,5] et
donc sur]—oo; 1]




