Exercice 1 '

Pour tout entier naturel n non nul, on note M,(R) le R- sspuce vectoriel des
‘matrices carrées réelles d'ordre n.

On notera I, la matrice unité et 0 la matrice nulle.

On notera tr(M) la trace d’une matrice M de M,(R) (somme des éléments
de la diagonale principale), et det(M) le déterminant de M.

1) Soit n un entier naturel non nul, et A une matrice de Mn{]ll] qui vérifie

la relation : -
A2 =24+ 46, =0 (1)

a) Montrer que l'entier n est nécessairement pair, et que la matrice A n'est
pas proportionnelle a [,.

b) On suppose que n = 2, et que A est une matrice de Ma(R).

Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur tr(A) et det(A)
pour que la matrice A vérifie la relation (1).

Montrer qu’il existe une infinité de matrices A de My(R) vérifiant la relation

(1),

2) On considére la matrice A de M>(R) suivante :

”‘:(—813 —46) @



et la suite de matrices (Uy)ren ainsi définie :
UVo=L;Ui=A; V22, Uy=2U,,—4 U, (3)

a) Montrer que la matrice A vérifie la relation (1).
b) Montrer que : .
Yke N, U, =AF (4

3} On considérg, pour tout entier naturel D, et pour tout réel z, la matrice :
My(z)=2" U, (5)

et Sp(x) la matrice ainsi définie :

» .
Sp(z) =Y _a* Uy (6)
k=0

On admet qu'une suite de matrices (T,)en de Ma(R) converge vers la matrice
nulle lorsque l'entier p tend vers +o0o si et seulement si les quatre termes de
la matrice (T,) tendent vers 0 lorsque l’entier p tend vers +oco. '
a) Montrer que pour tout réel , la matrice I,—x A est inversible, et déterminer
son inverse sous la forme d’une combinaison lindaire de I, et A.

b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur le réel z
pour que la suite de matrices (zPU,)pen tende vers 0 lorsque Uentier p tend
vers +-00. ' ’

¢) En déduire, lorsque cette condition est réalisée, que la suite (Sp(z))pen
converge vers (I — xA)~! lorsque 'entier p tend vers +oo.

Corrigé :
Exercice 1:
1)
a) Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre non nul associé, alors :
AX=21X
A2 X =2%X

(A2-2A4+41)X=A?-22+4)X
Donc:
A2=21+4=0
Le discriminant de ce trinbme est :
A=4—-4%x4=-12<0

doncl € R

Le polyndme caractéristique P,(X) de A n’a donc pas de racines réelles. Il est donc de degré
pair. Comme son degré est I'ordre de 4, on en déduit que n est pair.



Prouvons par I'absurde que A n’est pas proportionnelle a I,, en supposant qu’il existe un réel
k telque:A =k I,. Alors:

A2 —2A+4+41L,=(k*-2k+4) 1,
Donc:
k2—2k+4=0
Ce qui est absurde puisque ce trinbme n’a pas de racine réelle.

b) Montronsquel'ona:

A2—2A+41, =0 P(X)=X2—2X+4

(:>) Supposons A2 —2 A+ 41, = 0 alors X? — 2 X + 4 est un polyndme annulateur de

A et comme il n’existe pas de polyndme annulateur de plus bas degré, c’est le polyndme
minimal m,(X) de A. P,(X) qui est un multiple de m,(X) et de coefficient dominant égal a 1
est donc égal a m,(X)

(c) Supposons P4(X) = X? — 2 X + 4 alors d’aprés le théoréme de Cayley Hamilton :
Py(A) =0
donc:
A2 —2A+41,=0
De plus,on a:
Py(X) = X? — Tr(A) X + det (4)
D'ou:
A2 —2A+41, =0 Tr(A) = 2,det(4) = 4
Considérons des matrices de la forme :
A= (Z 2 i a)
Elles ont une trace égale a 2. On a alors :
det(A) =4 —a’+2a—-bc—4=0
Le trinbme en a a pour discriminant :
A=4—-4(bc+4)=4(-bc—-3)

Prenons alors c = —1 et b > 3, le discriminant est alors strictement positif et le trindme a
au moins une racine réelle a. Il y a donc une infinité de matrices vérifiant (1)



2)

A= (—?3 —46)

a) Tr(A) =8—-6=2, det(Ad) = —-48+52=4
b) Montrons par une récurrence forte sur k :

P(k) " Uk — Ak n

Initialisation pourk = 0etk =1

Uy =1,
A0 =1,
U, =A
A=A

Donc P(0) et P(1) sont vraies

Hérédité : Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 1 tel que P(q) soit vraie pour tout
entier naturel q inférieur ou égal a k alors :

Ugs1 =2Up —4Up g =2AF =4 A1 = QA -4 1) At = A2 AF71 = AFH1
Donc P(k + 1) est vraie, ce qui démontre la propriété pour tout entier naturel k
3)

p

M,(x) =xP U, , S,(x) = Z x* Uy
k=0

a) Ona pour tout couple de réels (y, z)

(L—-xA)(y+zA =yL+(@Z—-xy)A—xzA>?
=yL+EZ—xy)A—xz(2A—-41,)
=(y+4x2)L+(Z—-xy—2x2)A

Montrons alors qu’on peut déterminer ce couple tel que :

{ y+4xz=1
z—xy—2xz=0

soit :

{ y=1—4xz

z—x(1—-4x2z)—2xz=0

@{ y=1—-4xz
z(4x*-2x+1)=x



Or le trindbme 4 x? — 2 x + 1 a un discriminant strictement négatif donc ne s’annule pas. Le
systéme équivaut donc a :

_ 1 4 x? o —2x+1
Y= 4x2—2x+1 4x2—-2x+1
x
T4 _2x+1

Ceci prouve que la matrice I, — x A est inversible et que son inverse est :

(I —x A)~! = —2xt1 I + ad A
4x2—-2x+1 4x2—-2x+1

b) Déterminons, pour la relation de récurrence (3) les solutions de la forme :
U =1%1
en écrivant pour tout entier naturel k > 2 :
rk L, =2rk1, —4rk2],
Ce qui équivaut, apres division par %2 et élimination de I, a :
r2=2r—4
soit :
r2—2r4+4=0
Le discriminant est :
A=4-16=-12=(2iV3)
Il'y a donc deux racines distinctes :

:2—21\/§:21— z\/§:2 2

" > > e
2+2iV3  _1+ i3 i
r, = > =2 > =2e3

La solution générale de I'équation (3) est donc :
U, =r*B+nrkcC
ou B et C sont deux matrices définies par le systeme :

nB+r,C=A

qui se résout par combinaison en :



Ainsi :
., T . s
x* U, = (2x)* (e_lkgB +e'k3 C)

—ikZ k=
Posons:D, =e "3B+e "3C(C

Les quatre coefficients de D, sont bornés. Une condition suffisante de convergence vers 0 de
x* Uy est donc:

12x| <1
soit

] < 2

=3

Et elle est nécessaire. En effet :
Si x* U, tend vers 0 alors la suite extraite x®* Uy, tend vers 0. Or :
xk Ug = (2x)°% (B +0C)
et B 4+ C n’est pas la matrice nulle
donc (2 x)®* tend vers 0 d’ou la condition précédente.
c) Ona
(I =xA)S,(x) = I, = xPT AP = [, — Uy

D'ou:

Sp() = —x A = (I, —x A) " Upyq
La suite U, tendant vers 0 quand p tend vers I'infini, il est aisé de vérifier que son produit a
gauche ou a droite par une matrice constante tend aussi vers 0 et donc que (I, — x A)‘lUp+1

tend vers 0. Ainsi S,(x) tend vers (I, —x A)~L. On peut alors écrire ceci sous une
forme analogue a celle pour la somme des termes d’une suite géométrique de réels :

400

Zxk Ak = (I, —x A)™*

k=0



