Exercice 3 Le plan affine euclidien est rapporié & un repére orthonormé
Oxy.
1) On considére la courbe (C) d’équation cartésienne :

Py =

ot a est un réel strictement positif,
Préciser la nature de la courbe (C).
Tracer la courbe (C).

2) a) Déterminer une équation polaire de la courbe (C) sous la forme :

p=f(6)

ot f est une fonction que l’'on déterminera.

On précisera ’ensemble de définition de f.

b) Soit (D) I’ensemble des projections orthogonales du point O sur les tangentes
d la courbe (C).

Déterminer une équation polaire de la courbe (D).

Etudier et tracer la courbe (D).

8) Montrer qu'il eziste un réel b strictement positif, que ’on calculera en
fonction de a, tel que, étant donné les points A(—b,0) et B(b, 0), la courbe
(D) est l’ensemble des points M du plan tel que le produit des distances
MA x MB est égal & une constante réelle que l'on précisera.

Corrigé :

1) L’équation se met sous forme

xZ yZ
2 ot
avec:a=>»
Il s’agit d’'une hyperbole équilatére d’asymptotes les droites d’équationy = x ety = —x

Le tracé s’obtient en étudiant sur [a; +o[ la courbe :
y =+/x2 — a2
et en effectuant les symétries de centre O et d’axe (0, y)

L’allure de la courbe est la suivante :



2)
a) Tout point M(x,y) de I'hyperbole peut étre décrit par un jeu de coordonnées (p, 8)
(non nécessairement polaires, car p peut étre choisi négatif) tels que :

{x = p cos(6)
y = psin(0)
avec:
p ER, fEeER
On aalors:

M(p,8) € (C) © p? cos?(0) — p? sin?(0) = a?
& p? (cos?(8) — sin?(0)) = a?
& p?cos(20) = a?

2

p2=—
= cos(26)
cos(260) >0

A ce stade, si on se limite a un jeu de coordonnées polaires, pour lesquelles p = 0 le systeme
ci-dessus équivaut au suivant :



a

o P \Jcos(26)

Tkez:0€|-—+kmo +kn
' 4 "4
Une équation polaire de (C) est donc :
p =f(6)
avec :
a
f0) = ——
\Jcos(26)
et:

D =U]—E+kn'z+kn[
' KEL * 4

Notons alors que I'ona:

fO+2m)=f(6)
ce qui traduit :

M(p,0) € (€)= M(p,6 +21) € (C)

On peut donc se limiter a I’étude de la courbe sur un intervalle de longueur 2

f(6+ m) =f(6)

ce qui traduit :

M(p,0) € (C)= M(p,0 +m) € (C)

a savoir la symétrie de la courbe par rapport a 0. Il suffit donc d’étudier la courbe sur un
intervalle de longueur m, par exemple :

T T
-3
Et compte tenu du domaine de définition :
v/
=23l
Mais on a également :
f(=06) = f(6)

ce qui traduit :

M(p,0) € (C) > M(p,—0) € (C)




a savoir la symétrie de la courbe par rapport a I'axe (0, x). Il suffit donc d’étudier la courbe
sur un l'intervalle :
[o:
"4

La portion de courbe (C;) représentée est alors celle contenue dans le domainex > O ety >
0

b)

Considérons pour la portion de courbe (C;) un paramétrage cartésien par I'abscisse :

x=t
{y=\/t2—a2

avec: t € [a;+oo]

Un vecteur tangent au point M de parametre t est alors dans la base du repére :

1
1/t2 _ a2
Il est colinéaire a :

o ()

t

Le projeté orthogonal N de O sur (M, T) est alors donné par la relation :



N MO -w _,
= — w
lwl|
Soit :
- — OM-w _,
ON =0M — = W
Wl
Or:

IW]|? = 2 t* — a?

{W-Vv’zZt\/tz—az

Les coordonnées cartésiennes de N sont donc :

( 2tVeZ — a2 a?t
WE e g VP T =
——— 2tVt?—a? a® Vt? —a?
yN = tz Y R — e —
2t2 —a? 2t2—qa?
On en déduit :
2 2
O] = —— JE+ - = —
PN—HON”_th_az t“+tf—a®= 212 — g2
Posons : Oy = (?, m) alors :
9y =N _ a’t 2t —a? t B
COS(N)_p_N_ZtZ_aZ az - th_az_g(t)
a?Vt? — a2 V2 t2 — a2 t2 — a2
sin(fy) =2 = — = - = h(t)
PN 2t2—a? a? V22— g2
Ainsi :
t2 _aZ
tan(0y) = -
Soit :
t tan(By) = —/t? — a?
t? tan?(0y) = t? — a?
2
L —
1 — tan?(6y)
22 g2 = 2 a? g 1+ tan?(0y) _ 2 cos?(0y) + sin?(6y)
1 —tan?(6y) 1 —tan?(6y) cos?(6y) — sin?(0y)



aZ

- cos(2 6y)
donc:

aZ

py =——(qg —— = a+/cos(26y)
Jcos(20y)

Etudions maintenant g(t) et h(t) afin de déterminer le domaine décrit par 6y

() = ——=

g 2t%—a?
4t
1-t —F/———— 2
g/(t): 2V2t2—a2:_ a <0
2t2—aq? (2t2—a)V2t2 —a?
Donc g est strictement décroissante. De plus :
g(a)=1

_ 1
Jim 90 =7
Donc

9([a; +oo) = ]% ]

h a les variations opposées a :

t? —a?
k() = 2t%2 —aqa?
et:
2t (2t? —a®) —4t(t? —a? 2a’t
k'(t) = = >0
(2 tZ — aZ)Z (2 t2 _ a2)2

donc k est strictement croissante et h strictement décroissante. De plus :
h(a) =0
lim h(t) !
im = ——
t—>+o \/E

Donc



h([a; +oo[) = ]—717;0]

Donc, quand le paramétre t décrit [a; +oo[ 8y décrit (a une translation de 2 1) preés
continument 'intervalle :
|-:0]
4 )

Finalement, la portion de courbe associée a (C,) peut étre décrite par I'équation polaire:
T
p=a+/cos(20) ,0€ ]—Z;O]

En notant que la fonction de 6 ci-dessus est invariante par changement de 8 en — 6 et en
6 + m, on peut décrire 'ensemble de la courbe D par I'’équation polaire :

T

4+k7'[[

I3
p = a+/cos(20) ,HEU]—Z+kn;
KEZ

Etudions cette courbe sur ]—%; 0] :

o= g Z2SIm20)
Jeos(26)
p' ne s’annulant qu’en O, p est strictement croissante.
Posons :
u(0) = cos(0) T+ sin(0) J
() = —sin(0) T+ cos(8) ]
La tangente au point N a pour vecteur directeur :
T(0) = p'u(0) +p 9(6)
SoitenO:
T0)=a #(0)=aj

En —% la courbe est prolongeable du point O par continuité. Le prolongement présente un
point stationnaire en (p’ = p = 0). La tangente en ce point a pour vecteur directeur

U (— %) C’est donc la droite d’équation y = —x

Pour obtenir la courbe compléte, on procéde a une symétrie de centre O et une symétrie
d’axe (0, x)




3)
Soit M un point de D de coordonnées polaires (p, 8) alors :

MA? = (p cos(8) —b)? + (p Sin(49))2 = p%?—2pbcos(0) + b?
MB? = p? + 2 p b cos(0) + b?
MA? x MB% = (p? + b2 — 2 p b cos(8)) (p? + b? + 2 p b cos(6))
= (p? + b?)? — 4 p?b? cos?(6)
= p* +2p?b% + b* — 4 p?b? cos?(6)
=p*+2p%b% + b* — 2 p?b%( 1 + cos(26))
= p*+ b* — 2 p%b?cos(20)
= p? (p? — 2 bcos(20)) + b*

Ainsi, une condition suffisante pour que MA X MB ne dépende pas de 8 est :
p? =2 b%cos(26)

et elle est obtenue en prenant :

b_a
V2

Onadonc:

2
a
MED=>MA><MB=7

Réciproguement : Soit les points :



et M un point tel que :

alors d’apres ce qui précede :

4
a
MA? x MB? = p? (p? — a%cos(260)) + T

Donc:
p? (p? — a’cos(20)) + %4 = %4
p? (p? — a*cos(20)) =0
p? =0 ou p?—a?cos(20) =0
p=0 ou p=acos(20)
Ainsi :

2
a
MAxMB=7=> MeD

D’ou, en désignant par P le plan de la courbe :

a2
CD={ME?= MAXMB=7}




