
 

 

Corrigé : 

1)    L’équation se met sous forme 

𝑥2

𝑎2
−
𝑦2

𝑏2
= 1 

avec : 𝑎 = 𝑏 

Il s’agit d’une hyperbole équilatère d’asymptotes les droites d’équation 𝑦 = 𝑥 et 𝑦 = −𝑥 

Le tracé s’obtient en étudiant sur [𝑎; +∞[ la courbe : 

𝑦 = √𝑥2 − 𝑎2 

et en effectuant les symétries de centre 𝑂 et d’axe (𝑂, 𝑦)       

L’allure de la courbe est la suivante : 

 



 

 

 

2)    

a)   Tout point 𝑀(𝑥, 𝑦) de l’hyperbole peut être décrit par un jeu de coordonnées (𝜌, 𝜃) 

(non nécessairement polaires, car 𝜌 peut être choisi négatif) tels que : 

{
𝑥 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝑦 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛(𝜃)
 

avec : 

𝜌 ∈ ℝ,         𝜃 ∈ ℝ 

On a alors : 

𝑀(𝜌, 𝜃) ∈ (𝒞)
 
⇔ 𝜌2 𝑐𝑜𝑠2(𝜃) − 𝜌2 𝑠𝑖𝑛2(𝜃) = 𝑎2 

 
⇔ 𝜌2 (𝑐𝑜𝑠2(𝜃) − 𝑠𝑖𝑛2(𝜃)) = 𝑎2 

 
⇔ 𝜌2 𝑐𝑜𝑠(2𝜃) = 𝑎2 

 
⇔ {

𝜌2  =
𝑎2

𝑐𝑜𝑠(2𝜃)

𝑐𝑜𝑠(2𝜃) > 0

 

A ce stade, si on se limite à un jeu de coordonnées polaires, pour lesquelles 𝜌 ≥ 0 le système 

ci-dessus équivaut au suivant : 



 
⇔ {

𝜌 =
𝑎

√𝑐𝑜𝑠(2𝜃)

∃ 𝑘 ∈ ℤ ∶ 𝜃 ∈ ]−
𝜋

4
+ 𝑘 𝜋;

𝜋

4
 + 𝑘 𝜋[

 

Une équation polaire de (𝒞) est donc : 

𝜌 = 𝑓(𝜃) 

avec : 

𝑓(𝜃) =
𝑎

√𝑐𝑜𝑠(2𝜃)
 

et : 

𝐷𝑓 =⋃]−
𝜋

4
+ 𝑘 𝜋;

𝜋

4
 + 𝑘 𝜋[

𝑘∈ℤ

 

Notons alors que  l’on a : 

𝑓(𝜃 + 2 𝜋) = 𝑓(𝜃) 

ce qui traduit : 

𝑀(𝜌, 𝜃) ∈ (𝒞)
 
⇒  𝑀(𝜌, 𝜃 + 2 𝜋) ∈ (𝒞) 

On peut donc se limiter à l’étude de la courbe sur un intervalle de longueur 2 𝜋 

𝑓(𝜃 +  𝜋) = 𝑓(𝜃) 

ce qui traduit : 

𝑀(𝜌, 𝜃) ∈ (𝒞)
 
⇒  𝑀(𝜌, 𝜃 + 𝜋) ∈ (𝒞) 

à savoir la symétrie de la courbe par rapport à 𝑂. Il suffit donc d’étudier la courbe sur un 

intervalle de longueur 𝜋, par exemple : 

[−
𝜋

2
;
𝜋

2
 ] 

Et compte tenu du domaine de définition : 

]−
𝜋

4
;
𝜋

4
 [ 

Mais on a également : 

𝑓(−𝜃) = 𝑓(𝜃) 

ce qui traduit : 

𝑀(𝜌, 𝜃) ∈ (𝒞)
 
⇒  𝑀(𝜌,−𝜃) ∈ (𝒞) 



à savoir la symétrie de la courbe par rapport à l’axe (𝑂, 𝑥). Il suffit donc d’étudier la courbe 

sur un l’intervalle : 

[0;
𝜋

4
 [ 

La portion de courbe (𝒞1) représentée est alors celle contenue dans le domaine 𝑥 ≥ 0 et 𝑦 ≥

0 

b)      

Considérons pour la portion de courbe (𝒞1) un paramétrage cartésien par l’abscisse : 

{
𝑥 = 𝑡

𝑦 = √𝑡2 − 𝑎2
 

avec :   𝑡 ∈ [𝑎;+∞[ 

 

 

 

Un vecteur tangent au point 𝑀 de paramètre 𝑡 est alors dans la base du repère : 

�⃗�  (
1
𝑡

√𝑡2 − 𝑎2
) 

Il est colinéaire à : 

�⃗⃗�  (√𝑡
2 − 𝑎2

𝑡
) 

Le projeté orthogonal 𝑁 de 𝑂 sur (𝑀, �⃗� ) est alors donné par la relation : 



𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∙ �⃗⃗� 

‖�⃗⃗� ‖2
 �⃗⃗�  

Soit : 

𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  −
𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∙ �⃗⃗� 

‖�⃗⃗� ‖2
 �⃗⃗�  

Or : 

{
‖�⃗⃗� ‖2 = 2 𝑡2 − 𝑎2

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∙ �⃗⃗� = 2 𝑡 √𝑡2 − 𝑎2
 

 

Les coordonnées cartésiennes de 𝑁 sont donc : 

{
 
 

 
 

𝑥𝑁 = 𝑡 −
2 𝑡 √𝑡2 − 𝑎2

2 𝑡2 − 𝑎2
 √𝑡2 − 𝑎2 =

𝑎2 𝑡

2 𝑡2 − 𝑎2

𝑦𝑁 = √𝑡2 − 𝑎2 −
2 𝑡 √𝑡2 − 𝑎2

2 𝑡2 − 𝑎2
 𝑡 = −

𝑎2 √𝑡2 − 𝑎2

2 𝑡2 − 𝑎2

 

On en déduit : 

𝜌𝑁 = ‖𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ =
𝑎2

2 𝑡2 − 𝑎2
 √𝑡2 + 𝑡2 − 𝑎2 =

𝑎2

√2 𝑡2 − 𝑎2
 

 

Posons : 𝜃𝑁 = (𝑖 , 𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) alors : 

{
 
 

 
 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑁) =

𝑥𝑁
𝜌𝑁

=
𝑎2 𝑡

2 𝑡2 − 𝑎2
 
√2 𝑡2 − 𝑎2

𝑎2
=

𝑡

√2 𝑡2 − 𝑎2
= 𝑔(𝑡)

𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑁) =
𝑦𝑁
𝜌𝑁

= −
𝑎2 √𝑡2 − 𝑎2

2 𝑡2 − 𝑎2
 
√2 𝑡2 − 𝑎2

𝑎2
= −

√𝑡2 − 𝑎2

√2 𝑡2 − 𝑎2
 = ℎ(𝑡)

 

Ainsi : 

𝑡𝑎𝑛(𝜃𝑁) = −
√𝑡2 − 𝑎2

𝑡
 

Soit : 

𝑡 𝑡𝑎𝑛(𝜃𝑁) = −√𝑡2 − 𝑎2 

𝑡2 𝑡𝑎𝑛2(𝜃𝑁) = 𝑡2 − 𝑎2 

𝑡2 =
𝑎2

1 − 𝑡𝑎𝑛2(𝜃𝑁)
 

2 𝑡2 − 𝑎2 =
2 𝑎2

1 − 𝑡𝑎𝑛2(𝜃𝑁)
− 𝑎2 = 𝑎2  

1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝜃𝑁)

1 − 𝑡𝑎𝑛2(𝜃𝑁)
= 𝑎2  

𝑐𝑜𝑠2(𝜃𝑁) + 𝑠𝑖𝑛
2(𝜃𝑁)

𝑐𝑜𝑠2(𝜃𝑁) − 𝑠𝑖𝑛2(𝜃𝑁)
 



=
𝑎2

𝑐𝑜𝑠(2 𝜃𝑁)
 

donc : 

𝜌𝑁 =
𝑎2

𝑎

√𝑐𝑜𝑠(2 𝜃𝑁)

= 𝑎 √𝑐𝑜𝑠(2 𝜃𝑁) 

Etudions maintenant 𝑔(𝑡) et ℎ(𝑡) afin de déterminer le domaine décrit par 𝜃𝑁 

𝑔(𝑡) =
𝑡

√2 𝑡2 − 𝑎2
 

𝑔′(𝑡) =

1 − 𝑡 
4 𝑡

2 √2 𝑡2 − 𝑎2

2 𝑡2 − 𝑎2
= −

𝑎2

(2 𝑡2 − 𝑎2) √2 𝑡2 − 𝑎2
< 0 

Donc 𝑔 est strictement décroissante. De plus : 

𝑔(𝑎) = 1 

lim
𝑡→+∞

𝑔(𝑡) =
1

√2
 

Donc  

𝑔([𝑎;+∞[ ) = ]
1

√2
; 1] 

 

ℎ(𝑡) = −
√𝑡2 − 𝑎2

√2 𝑡2 − 𝑎2
= −√

𝑡2 − 𝑎2

2 𝑡2 − 𝑎2
 

ℎ a les variations opposées à  : 

𝑘(𝑡) =
𝑡2 − 𝑎2

2 𝑡2 − 𝑎2
 

et : 

𝑘′(𝑡) =
2 𝑡 (2 𝑡2 − 𝑎2) − 4 𝑡 (𝑡2 − 𝑎2)  

(2 𝑡2 − 𝑎2)2
=

2 𝑎2 𝑡

(2 𝑡2 − 𝑎2)2
> 0 

donc 𝑘 est strictement croissante et ℎ strictement décroissante. De plus : 

ℎ(𝑎) = 0 

lim
𝑡→+∞

ℎ(𝑡) = −
1

√2
 

Donc  



ℎ([𝑎;+∞[ ) = ]−
1

√2
; 0] 

Donc, quand le paramètre 𝑡 décrit [𝑎; +∞[ 𝜃𝑁 décrit (à une translation de 2 𝜋) près 

continument l’intervalle : 

]−
𝜋

4
; 0] 

 

Finalement, la portion de courbe associée à (𝒞1) peut être décrite par  l’équation polaire: 

𝜌 = 𝑎 √𝑐𝑜𝑠(2 𝜃)   , 𝜃 ∈ ]−
𝜋

4
; 0]  

En notant que la fonction de 𝜃 ci-dessus est invariante par changement de 𝜃 en – 𝜃 et en 

𝜃 + 𝜋, on peut décrire l’ensemble de la courbe 𝔇 par l’équation polaire : 

𝜌 = 𝑎 √𝑐𝑜𝑠(2 𝜃)   , 𝜃 ∈⋃]−
𝜋

4
+ 𝑘 𝜋 ;

𝜋

4
+ 𝑘 𝜋[

𝑘∈ℤ

 

Etudions cette courbe sur ]−
𝜋

4
; 0] : 

𝜌′ = 𝑎 
−2 𝑠𝑖𝑛(2 𝜃) 

√𝑐𝑜𝑠(2 𝜃)
≥ 0 

𝜌′ ne s’annulant qu’en 0, 𝜌 est strictement croissante. 

Posons : 

�⃗� (𝜃) = 𝑐𝑜𝑠(𝜃) 𝑖 + 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑗  

𝑣 (𝜃) = −𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑖 + 𝑐𝑜𝑠(𝜃) 𝑗  

La tangente au point 𝑁 a pour vecteur directeur : 

�⃗� (𝜃) = 𝜌′ �⃗� (𝜃) + 𝜌  𝑣 (𝜃) 

Soit en 0 : 

�⃗� (0) = 𝑎  𝑣 (0) = 𝑎 𝑗  

En −
𝜋

4
 la courbe est prolongeable du point 𝑂 par continuité. Le prolongement présente un 

point stationnaire en  (𝜌′ = 𝜌 = 0). La tangente en ce point a pour vecteur directeur 

�⃗� (−
𝜋

4
). C’est donc la droite d’équation 𝑦 = −𝑥 

Pour obtenir la courbe complète, on procède à une symétrie de centre 𝑂 et une symétrie 

d’axe (𝑂, 𝑥) 

 

 



 

 

3)    

Soit 𝑀 un point de 𝔇 de coordonnées polaires (𝜌, 𝜃) alors : 

𝑀𝐴2 = (𝜌 𝑐𝑜𝑠(𝜃) − 𝑏)2 + (𝜌 𝑠𝑖𝑛(𝜃))
2
= 𝜌2 − 2 𝜌 𝑏 𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝑏2 

𝑀𝐵2 = 𝜌2 + 2 𝜌 𝑏 𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝑏2 

𝑀𝐴2 ×𝑀𝐵2 = (𝜌2 + 𝑏2 − 2 𝜌 𝑏 𝑐𝑜𝑠(𝜃)) (𝜌2 + 𝑏2 + 2 𝜌 𝑏 𝑐𝑜𝑠(𝜃)) 

= (𝜌2 + 𝑏2)2 − 4 𝜌2𝑏2 𝑐𝑜𝑠2(𝜃) 

= 𝜌4 + 2 𝜌2𝑏2 + 𝑏4 − 4 𝜌2𝑏2 𝑐𝑜𝑠2(𝜃) 

= 𝜌4 + 2 𝜌2𝑏2 + 𝑏4 − 2 𝜌2𝑏2( 1 + 𝑐𝑜𝑠(2𝜃)) 

= 𝜌4 + 𝑏4 − 2 𝜌2𝑏2𝑐𝑜𝑠(2𝜃) 

= 𝜌2 (𝜌2 − 2 𝑏2𝑐𝑜𝑠(2𝜃)) + 𝑏4 

Ainsi , une condition suffisante pour que 𝑀𝐴 ×𝑀𝐵 ne dépende pas de 𝜃 est : 

𝜌2 = 2 𝑏2𝑐𝑜𝑠(2𝜃) 

et elle est obtenue en prenant : 

𝑏 =
𝑎

√2
 

On a donc : 

𝑀 ∈ 𝔇
 
⇒𝑀𝐴 ×𝑀𝐵 =

𝑎2

2
 

Réciproquement : Soit les points : 



𝐴 (−
𝑎

√2
, 0) , 𝐵 (

𝑎

√2
, 0) 

et 𝑀 un point tel que : 

𝑀𝐴 ×𝑀𝐵 =
𝑎2

2
 

alors d’après ce qui précède : 

𝑀𝐴2 ×𝑀𝐵2 = 𝜌2 (𝜌2 − 𝑎2𝑐𝑜𝑠(2𝜃)) +
𝑎4

4
 

Donc : 

𝜌2 (𝜌2 − 𝑎2𝑐𝑜𝑠(2𝜃)) +
𝑎4

4
=
𝑎4

4
 

𝜌2 (𝜌2 − 𝑎2𝑐𝑜𝑠(2𝜃)) = 0 

𝜌2 = 0  𝑜𝑢  𝜌2 − 𝑎2𝑐𝑜𝑠(2𝜃) = 0 

𝜌 = 0  𝑜𝑢  𝜌 = 𝑎 √𝑐𝑜𝑠(2𝜃) 

Ainsi : 

𝑀𝐴 ×𝑀𝐵 =
𝑎2

2  
⇒  𝑀 ∈ 𝔇 

D’où, en désignant par 𝒫 le plan de la courbe  : 

𝔇 = {𝑀 ∈ 𝒫 ∶  𝑀𝐴 ×𝑀𝐵 =
𝑎2

2
} 

 

 


