
 

 

 

 

Corrigé : 

 



1)        

a) 𝑓(𝑥, 𝑡) est continue en tant que fonction de deux variables sur ℝ× [0;
𝜋

2
] donc 𝑔(𝑥) 

est continue sur ℝ 

De plus, 𝑓admet sur ℝ× [0;
𝜋

2
] une dérivée partielle par rapport à sa première variable  : 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
 (𝑥, 𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑡(𝑡) 

qui est continue sur le même domaine donc 𝑔 est de classe 𝐶1 sur ℝ et : 

𝑔′(𝑥) = ∫
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑡(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

Posons : 

ℎ(𝑥, 𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑡(𝑡) 

Pour 𝑥 réel fixé,  ℎ(𝑥, 𝑡) en tant que fonction de 𝑡 est continue, positive ou nulle et non 

identiquement nulle sur [0;
𝜋

2
] donc son intégrale sur [0;

𝜋

2
] est strictement positive, d’où : 

𝑔′(𝑥) > 0 

𝑔 est donc strictement croissante sur ℝ. 

 

b)    

La fonction  𝑠𝑖𝑛(𝑡) est concave sur [0;
𝜋

2
], sa courbe est donc comprise entre sa tangente en 0 

et sa corde entre les points d’abscisse 0 et 
𝜋

2
. Or la tangente a pour équation : 

𝑦 = 𝑠𝑖𝑛′(0)𝑡 + 𝑠𝑖𝑛(0) 

Soit : 

𝑦 = 𝑡 

et la corde a pour coefficient directeur : 

𝑎 =
1
𝜋
2

=
2

𝜋
 

donc pour équation 

𝑦 =
2

𝜋
 𝑡 

Il en résulte sur [0;
𝜋

2
] : 



2

𝜋
 𝑡 ≤ 𝑠𝑖𝑛(𝑡) ≤ 𝑡 

c)   

Soit 𝑥 ≤ 0 alors −𝑥 ≥ 0 donc ∀ 𝑡 ∈ [0;
𝜋

2
] ∶ 

  − 
2

𝜋
𝑥 𝑡 ≤ −𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡) ≤ −𝑥 𝑡 

soit : 

𝑥 𝑡 ≤ 𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡) ≤
2

𝜋
𝑥 𝑡 

donc : 

𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡) ≤ 𝑒
2
𝜋
𝑥 𝑡 

∫𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝜋
2

0

≤ ∫ 𝑒
2
𝜋
𝑥 𝑡𝑑𝑡

𝜋
2

0

= [
𝜋

2 𝑥 
𝑒
2
𝜋
𝑥 𝑡]

0

𝜋
2

 

Soit : 

0 ≤ 𝑔(𝑥) ≤
𝜋

2 𝑥 
 (𝑒𝑥 − 1) 

Or : 

lim
𝑥→−∞

𝜋

2 𝑥 
 (𝑒𝑥 − 1) = 0 

D’après le théorème des gendarmes : 

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = 0 

 

 

Soit 𝑥 > 0 alors ∀ 𝑡 ∈ [0;
𝜋

2
] ∶ 

  
2

𝜋
𝑥 𝑡 ≤ 𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡) ≤ 𝑥 𝑡 

donc : 

𝑒
2
𝜋
𝑥 𝑡 ≤ 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 

∫𝑒
2
𝜋
𝑥 𝑡𝑑𝑡

𝜋
2

0

≤ ∫ 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝜋
2

0

 



D’où : 

𝜋

2  
 (
𝑒𝑥 − 1

𝑥
) ≤ 𝑔(𝑥) 

De plus : 

𝜋

2  
 (
𝑒𝑥 − 1

𝑥2
) ≤

𝑔(𝑥)

𝑥
 

Or : 

lim
𝑥→+∞

𝜋

2  
 (
𝑒𝑥 − 1

𝑥
) = lim

𝑥→+∞

𝜋

2  
 (
𝑒𝑥 − 1

𝑥2
) = +∞ 

D’après le théorème de comparaison pour la limite : 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥)

𝑥
= +∞ 

 

d)  Déjà fait 

e)  Nous avons vu que 𝑔 est strictement croissante sur ℝ. Il est à noter pour les mêmes 

raisons invoquées au 1) que 𝑔 est deux fois dérivable sur ℝ et : 

𝑔′′(𝑥) = ∫
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= ∫𝑠𝑖𝑛2(𝑡) 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑡(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

> 0 

𝑔 est donc convexe.  La tangente en 0 a pour équation : 

 

𝑦 = 𝑔′(0)𝑥 + 𝑔(0) 

avec : 

𝑔′(0) = 1 

𝑔(0) =
𝜋

2
 

d’où : 

𝑦 = 𝑥 +
𝜋

2
 

2)    

a)     

Par une récurrence triviale, il est facile de montrer que 𝑔 est dérivable sur ℝ à tout ordre et 

que : 



𝑔(𝑛)(𝑥) = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑡) 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

Ainsi sur tout intervalle de la forme ]−∞; 𝑎[ 

|𝑔(𝑛)(𝑥)| ≤ ∫|𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑡)| 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝜋
2

0

≤ 𝑔(𝑥) ≤ 𝑔(𝑎) 

𝑔 est donc somme de sa série de Taylor soit : 

𝑔(𝑥) = ∑
𝑔(𝑛)(0)

𝑛!

+∞

𝑛=0

 𝑥𝑛 = ∑
∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑡) 𝑑𝑡
𝜋
2
0

𝑛!

+∞

𝑛=0

 𝑥𝑛 = ∑
𝐼𝑛
𝑛!

+∞

𝑛=0

 𝑥𝑛 

Autre méthode sans utiliser le fait que 𝑔 est dérivable sur ℝ à tout ordre : 

Posons pour 𝑥 réel fixé : 

𝜑𝑁(𝑡) = ∑
(𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡))

𝑛

𝑛!

𝑁

𝑛=0

  

Cette suite de fonctions tend simplement sur [0;
𝜋

2
] vers la fonction : 

𝜑(𝑡) = 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 

Or sur [0;
𝜋

2
] : 

|𝜑(𝑡) − 𝜑𝑁(𝑡)| ≤ ∑
|𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡)|𝑛

𝑛!

+∞

𝑛=𝑁+1

≤ ∑
|𝑥|𝑛

𝑛!

+∞

𝑛=𝑁+1

 

La convergence est donc uniforme sur [0;
𝜋

2
]. On en déduit : 

lim
𝑁→+∞

∫  𝜑𝑁(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= ∫  𝜑(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

Soit : 

lim
𝑁→+∞

∑∫  
(𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡))

𝑛

𝑛!
 𝑑𝑡

𝜋
2

0

𝑁

𝑛=0

= 𝑔(𝑥) 

d’où : 

𝑔(𝑥) = ∑
∫  (𝑠𝑖𝑛(𝑡))

𝑛
𝑑𝑡

𝜋
2
0

𝑛!

+∞

𝑛=0

𝑥𝑛  



 

b)       

𝑔 étant dérivable à tout ordre est 𝐶∞ donc en particulier de classe 𝐶2. Et sur ℝ : 

𝑥 𝑔′′(𝑥) + 𝑔′(𝑥) − 𝑥 𝑔(𝑥) 

= 𝑥 ∫ 𝑠𝑖𝑛2(𝑡) 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑡(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

+∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑡(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

− 𝑥 ∫  𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑡(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= 𝑥 ∫(𝑠𝑖𝑛2(𝑡) − 1) 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑡(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

+∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑡(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= −𝑥 ∫ 𝑐𝑜𝑠2(𝑡) 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑡(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

+∫𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑡(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= − ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑡) (𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑡) 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑡(𝑡)) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

+∫𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑡(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= − 

(

 [𝑐𝑜𝑠(𝑡) 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑡(𝑡)]
0

𝜋
2 +∫𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑡(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0
)

 +∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑡(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= 1 

Donc 𝑔 est solution sur ℝ de : 

𝑥 𝑦′′ + 𝑦′ − 𝑥 𝑦 = 1 

 

c)    On a sur ℝ : 

 

𝑔(𝑥) = ∑
𝐼𝑛
𝑛!

+∞

𝑛=0

 𝑥𝑛 

  

𝑔′(𝑥) = ∑
𝑛 𝐼𝑛
𝑛!

+∞

𝑛=1

 𝑥𝑛−1 =∑
 𝐼𝑛

(𝑛 − 1)!

+∞

𝑛=1

 𝑥𝑛−1 



𝑔′′(𝑥) = ∑
 (𝑛 − 1) 𝐼𝑛
(𝑛 − 1)!

+∞

𝑛=2

 𝑥𝑛−2 = ∑
  𝐼𝑛

(𝑛 − 2)!

+∞

𝑛=2

 𝑥𝑛−2 

Or : 

𝑥 𝑔′′(𝑥) + 𝑔′(𝑥) − 𝑥 𝑔(𝑥) = 1 

Donc : 

𝑥∑
  𝐼𝑛

(𝑛 − 2)!

+∞

𝑛=2

 𝑥𝑛−2 +∑
 𝐼𝑛

(𝑛 − 1)!

+∞

𝑛=1

 𝑥𝑛−1 − 𝑥 ∑
𝐼𝑛
𝑛!

+∞

𝑛=0

 𝑥𝑛 = 1 

= 

∑
  𝐼𝑛

(𝑛 − 2)!

+∞

𝑛=2

 𝑥𝑛−1 +∑
 𝐼𝑛

(𝑛 − 1)!

+∞

𝑛=1

 𝑥𝑛−1 −∑
𝐼𝑛
𝑛!

+∞

𝑛=0

 𝑥𝑛+1 = 1 

∑
  𝐼𝑛+1
(𝑛 − 1)!

+∞

𝑛=1

 𝑥𝑛 +∑
 𝐼𝑛+1
𝑛!

+∞

𝑛=0

 𝑥𝑛 −∑
𝐼𝑛−1

(𝑛 − 1)!

+∞

𝑛=1

 𝑥𝑛 = 1 

On en déduit : 

𝐼1 = 1 

Et pout tout  𝑛 ≥ 2 : 

  𝐼𝑛+1
(𝑛 − 1)!

+
 𝐼𝑛+1
𝑛!

−
𝐼𝑛−1

(𝑛 − 1)!
= 0 

Soit : 

𝑛 𝐼𝑛+1 + 𝐼𝑛+1 = 𝑛  𝐼𝑛−1 

𝐼𝑛+1 =
𝑛

𝑛 + 1
  𝐼𝑛−1 

A noter que cette formule reste valable pour 𝑛 = 1. Elle définit les termes de rang pair et ceux 

de rang impair sachant : 

𝐼0 = ∫  𝑑𝑡

𝜋
2

0

=
𝜋

2
 

 

d)   

Reprenant la démarche précédente, les solutions DSE sont les solutions dont les coefficients 

notés 𝑎𝑛 vérifient en posant : 



𝑎𝑛 =
𝐼′𝑛
𝑛!

 

Les relations 

𝐼′1 = 1 

et  pour 𝑛 ≥ 1 : 

𝐼′𝑛+1 =
𝑛

𝑛 + 1
  𝐼′𝑛−1 

La suite (𝐼′𝑛) vérifie donc la même relation de récurrence que la suite (𝐼𝑛) et comme 𝐼′1 =

𝐼1 = 1, les termes de rang impair des deux suites sont les mêmes et pour ceux de rang impair, 

en notant que : 

𝐼′0 = (
2

𝜋
 𝐼′0) 𝐼0 

sont définis par : 

𝐼′𝑛 = (
2

𝜋
 𝐼′0) 𝐼𝑛 

les solutions DSE sont donc les fonctions de la forme : 

ℎ(𝑥) = ∑
𝐼2𝑝+1

(2𝑝 + 1)!

+∞

𝑛=0

 𝑥2𝑝+1 + (
2

𝜋
 𝐼′0)∑

𝐼2𝑝
(2𝑝)!

+∞

𝑛=0

 𝑥2𝑝 

où 𝐼′0 est un réel arbitraire, donc de la forme : 

ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑘∑
𝐼2𝑝
(2𝑝)!

+∞

𝑛=0

 𝑥2𝑝 

où 𝑘 est un réel arbitraire 

3)     Sur ]−∞; 1]  on a : 

𝑥 𝑡 ≤ 𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 

donc : 

𝑒𝑥 𝑡 ≤ 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 

∫𝑒𝑥 𝑡 𝑑𝑡

𝜋
2

0

≤ ∫ 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

[
𝑒𝑥 𝑡 

𝑥
]
0

𝜋
2

≤ 𝑔(𝑥) 



𝑒
𝜋
2
 𝑥 − 1

𝑥
≤ 𝑔(𝑥) 

Soit pour 𝑎 < 1 

∫
𝑒
𝜋
2
 𝑥 − 1

𝑥
 𝑑𝑥

1

𝑎

≤ ∫𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

1

𝑎

 

Or en −∞ : 

𝑒
𝜋
2
 𝑥 − 1

𝑥
∼ −

1

𝑥
 

donc 

lim
𝑎→−∞

∫
𝑒
𝜋
2
 𝑥 − 1

𝑥
 𝑑𝑥

1

𝑎

= +∞ 

d’où par comparaison : 

lim
𝑎→−∞

∫𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

1

𝑎

= +∞ 

Donc 𝑔 n’est pas intégrable sur ]−∞; 0] 

 

 


