Enoncé :

On considere une équation différentielle linéaire du second ordre homogéne et normalisée de la
forme :

y'=ax)y +b(x)y (E)

OuU a et b sont deux fonctions continues sur un méme intervalle I de R

Soit (f1, f>) un couple de solutions de (E) sur I. On définit sur I le wronskien de ce couple, comme
étant la fonction :
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a) Déterminer une équation différentielle vérifiée par W sur .

W (x) =f(0) f1,00 = f1,(0) ()

b) Résoudre I'’équation différentielle précédente et en déduire que le wronskien est soit identiquement
nul sur I, soit ne s’y annule pas.

c) On suppose que le wronskien du couple de solutions ne s’annule pas sur I. Montrer |’équivalence
suivante :

f solutionde (E)sur/ e 3 (L) ER?: Vx€eEl: f(x)=A1£(x)+ ufo(x)

Conseil : On pourra partir de la proposition de droite et faire apparaitre un systéeme de deux équations
que I'on cherchera a résoudreen Al et u

d) Application : On considere |'équation différentielle
y'=xy' =2y (E)

- Montrer que les solutions sur R de I'équation différentielle (E) sont développables en séries entiéres.

- Déterminer une équation différentielle du 1° ordre vérifiée par la solution de (E) sur R qui vérifie
les conditions y(0) = 0,y'(0) = —1

- Cette équation différentielle peut elle étre résolue de fagon analytique ?

Solution :

a) Calculons la dérivée du wronskien :
W) = f,00) f1,00 + A6 F100) = f'1(0) fol) = £1,00) 1, ()
= A0 f200) = £, () £
= £,00) (a@) f',0) + b@) £,(0) = (a) f,(x) + () /() fo(x)
= a(®) (L) f,(0) = f1,(0) fo(x))



= a(x) W(x)
Donc W est solution sur I de I’équation différentielle du 1°" ordre :
y' =ax)y
Dont les solutions sont les fonctions de la forme :
A(x)

X —>ce

¢ étant une constante arbitraire et A une primitive de a sur I. Ainsi W est soit identiquement nulle sur
I, soit ne s’annule pas.

c) Posons W(x) = c e4®, ¢ # 0 alors
AAW ER*: Vx€el: f(x)=Af(x)+ ufr(x)

f)=A/1(x)+ ufo(x)
) =21f10)+ ufox)

e o) ()= (76
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20 f(x) = fo(x) f1(x)
B c eA™)
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c eA™)

e = (f20) ) = fo) f/(@)) e
pe= (=10 F@) + f,(0) f(x)) e4

© I (4 ER?: VxEI:{
(.0 r@- L@ r®) @) =0
S Vxel: ,
(-7, @r@+ @ f/e) e ) =0
(77200 £ = £2,00 £ () = a0 (7,00 FG) = £o00) £/G0)) ) €746 = 0
S Vxel:
(=2 FE + A £ = @) (=, ) + A6 F())) e =0

vres (F720) = a@) £1,(0) F6) = £ (£ (0 —a®) f'®) =0
X H
— @) (f"100) = al) f,0) + A6 (F6) —al®) /() =0

{ b(x) f(x) f(x) = f() (f"(x) —a(x) f'(x)) =0

S Vxe]l:

— f() b(x) f1(0) + fi(x) (f"(x) —ax) f'(x)) =0

o vVrel: {—fz(x) (f") —a@) f'(x) =b(x) f(x)) =0 (1)
f10) (f" () = ax) f'(x) =b(x) f(x)) = 0 (2)



e Vxel: W) (f'(x)—al) f'(x)=bx) f(x)) =0 (1) xf (x)+(2)xf,(x)
e Vxel:f'(x)—alx)f'(x)=bx) f(x) =0

d) Cherchons les solutions développables en séries entieres donc de la forme :

+o0
F@) =) apx”
n=0
et donc telles que :
+00
1) = ) nayant
n=1
+0o0
f'(x) = 2 n(n-1)a,x"?
n=2

Alors f est solution de I'équation différentielle sur R si et seulement si la série qui la définit est de
rayon de convergence infini et :

+ 00 + oo + oo
VxEIR:z:n(n—l)anx”_2 =x Znanx"_l—Z Zanx”
n=2 n=1 n=0
+o0 400
= Vxe]R:Z(n+2)(n+1)an+2x”=Z(n—2)anx”—2a0
n=0 n=1
@{ 2a2=_2a0
vn=2: (n+2)(n+Day, =n—-2)a,
a2=—a0
e (n—2)
vn=2: =
{ " T My i+
a2=_a0
o 2p-1)
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Le systéme précédent définit alors le terme général d’une série entiére dont le rayon de convergence
peut étre obtenu en considérant, pour r > 0 la série :

N

2p+1
Z Az ps1 TP
p=0

qui est absolument convergente comme le montre la régle de D’alembert :

lazpes 2P| Qp-1r? r?

= ~— 0
|a2p+1r2p+1| 2p+3)2p+2) 2pp-+e

Or la relation de récurrence définissant les termes de la série conduisent a exprimer pour tout p entier
naturel, le terme a; ;14 sous une forme :

A2p+1 = o) a,



Les solutions développables en série entiéres sur R sont donc les fonctions définies par :

F0) = @ )o@ PP+ @ (P =1, (@, @) ER?
p=0

Posons :

AW =) o) 2P, f0) =27~ 1
p=0

Et calculons le wronskien de ces deux fonctions sur R

W(x) = p(P) x?P* | 2x— (x> —1) ) 2p+1) ¢(p) x?P

En particulier, pour x = 1 nous avons :

w =2 > o@)
p=0

Or les termes @ (p) sont tous strictement négatifs donc :
w(1) <o

Le wronskien n’est donc pas identiquement nul sur R. On en déduit que le couple (fj, f>) forme une
base de I'ensemble des solutions sur R de I’équation différentielle (E). Ces solutions sont donc
développables en série entiére sur R

Le wronskien de la solution f,:x — x2? — 1 et de la solution y vérifiant y(0) = 0,y'(0) = —1 est :

x? -1 ,
W(x)=| 5y ;’,|=(x2—1)y —2xy

Or nous avons vu qu’il vérifiait sur R :

W'(x) =xW(x)

Donc:
xz
W(x)=ce2
Ou:
c=W(0)=-y'(0)=1
Donc:

x?
2

(x?=1)y' —2xy=e

Tentons de résoudre cette équation sur |1, +oo[ en la mettant sous forme normalisée :



x2
2x ez

xz—ly:xz—l

!

y_

L’équation homogene associée se résout aisément et conduit a :
y = K eLn(x2_1) =K (xz — 1)' KeR

Pour trouver une solution particuliere, on applique la méthode de variation de la constante en
cherchant :

yp=K@)*-1), yp=K0)0G*-1)+2xK()

Soit, en l'injectant dans I'équation :

xz
2x 2
K'(x)x?-1)+2xK(x)— K(x)(x?-1) =
x2—1 x2 -1
Finalement :
xz
K'(x) = e
SECZERIE

On ne peut cependant pas trouver de primitive analytique au second membre donc I’équation ne peut
pas étre résolue de fagon analytique.



