Enoncé : Etudier la limite de la suite complexe définie par

Uy €C

VneN Un+|Un|
n+1=T

On précisera soit la valeur de cette limite, a défaut, un encadrement fonction de U, ou de
U,

Solution :

Commengons par faire un dessin avec U, de partie réelle et de partie imaginaire strictement
positive. Le dessin suggere la conjecture suivante : U,, tend vers un nombre réel strictement
positif situé dans le segment |Re(U,), |Uy|[

A

5.

La méme observation se fait avec U, de partie réelle strictement positive et de partie
imaginaire strictement négative.

Voyons les autres situations.



Pour U, de partie réelle strictement négative et de partie imaginaire non nulle, il semble que
|U, | soit a partie réelle et a partie imaginaire non nulle, ce qui aboutit a la méme conjecture
que précédemment.

Enfin, pour U, € |-, 0] U,, semble égale a 0 au rang 1 et pour U, € ]0, +oo[ U, est de
fagon évidente constante et égale a U,.

Démontrons maintenant les conjectures précédentes.



ere

1" conjecture : supposons Re(U,) > 0,Im(U,) # 0

Posons pour toutn € N :

U,=a,+ib,
Alors :
a, +ib, + /anz +b,°
Any1 +ibpyr = 2
Donc:
(
| a, + /anz +b,”
a =
4 n+1 2
by,
b =—
L n+1 2
D’oU on tire :

1 n
y h=(3) b
Ainsi, d’une part :
nl—l>r-|poo bn =0

D’autre part, par une récurrence triviale, ona a,, > 0, pour toutn € N et donc:
Aps1 —ap >0
La suite (a,) est donc strictement croissante. Or, pour toutn € N :

Upl + 10U,

U <
[Unsal _

|Unl
Donc la suite (U,,) est strictement décroissante et ainsi :

[Unl| < |Uol
Donc:

Qo < an < |U0|



Et ainsi :

ap <limU, =lima, < |Uy|

Zéme

conjecture : supposons Re(U,) < 0,Im(U,) # 0

Alors :

] 2 2 ’a02+ bo® — ay
\ b, = %
Donc, d’une part :
by #0
D’autre part, quelque soit le signe de a :
a; >0

Les conclusions de la démonstration précédente s’en déduisent et donnent :

a; <limU, =lima, < |U,|

3°™M conjecture : supposons U, € |—, 0] alors, par récurrence évidente, pour toutn € N :

{UnSO
Uny1 =0

La suite (U,,) est alors nulle dés le rang 1




