Enoncé :
1) Soient a, b deux réels et U,V deux suites réelles telles que :

0<U0:a< V0:b

Uni1 = Y, Uu,Vv,
VneN u,+Vv,
Vit =

Montrer que les deux suites convergent vers une méme limite appelée moyenne
arithmético-géométrique de a et b
2) Soient a, b deux réels et U,V deux suites réelles telles que :
0< Uo =a< Vo =b

u,+V
Upss = =5

Var1 = Uny1 Vi

Montrer que les deux suites convergent vers une méme limite et la déterminer (on pourra

VneN

poser :

B =cos™?! (%)

Solution :

Commencons par établir le préliminaire avant de résoudre les deux exercices :

+b
a<Vab <aT<b
) 2.
V (a,b) €]0;4+xo[*: a<b= a+b b—a
5 —Vab < 5

Il suffit de considérer pour les inégalités du haut :
a—va =\/a_(\/a_—\/b_)<0

a+b b_a—b<0
2 )

a+b-2vab =(a) —2va Vb +(Vb) =(a -vb) >0

et celle du bas :

a+b-2vab —(b—a)=2a-2Vab =2va (Va —vb ) <0



1) Notons que I'on a, d’apres le préliminaire :

Wl_'Un
VnENiVn+1—Un+1< 2
Montrons alors par récurrence surn € N la propriété :
Vo—U
P(n)="0<V,—U, S%"

Initialisation : pourn =0

P(0) est vraie par donnée :

Vo — Uy
0<Vo=Up<—5
Hérédité : Soit n € N tel que P(0) soit vraie donc :
Vo — Uy
0 < V= Up <=

alors d’apres le préliminaire :

0 <Vppy —Uppy <=

Ainsi :

1Vy—Uy Vy—U,

Don c P(n + 1) est vraie, ce qui achéve la démonstration

Or:

Vo —U
lim — °-0
n-o+oo 2N

Il en découle par théoreme des gendarmes que :

lim (V, — U,) =0

n—-+oo

et d’apreés le préliminaire, pour toutn € N :



Un < Un+1 < Vn+1 < I/Tl

donc U est strictement croissante, IV strictement décroissante, et comme la suite V — U tend
vers 0, les deux suites sont adjacentes donc convergent vers une méme limite.

2) Du préliminaire on tire pour toutn € N :

U, +V,
n<S T 5 S
soit
Up <Uny1 <V
puis :
Uni1 < Uni1 Vo <V
d’ou:

Un < Un+1 < Vn+1 < Vn
Donc la suite U est strictement croissante et la suite V strictement décroissante. De plus :

Vn_Un

Vi1 = Unp1s <Vyp = Upyqr = 2
On en déduit par une récurrence du méme type que précédemment :

Vo — U

o<V,-U,< o
puis par le théoreme des gendarmes :

lim (V, = U,) =0

n—-+oo

Les suites U et VV sont donc adjacentes et convergent vers une méme limite que nous allons

déterminer en posant :

a
— -1(_
B = cos (b)
ce qui entraine :
a = b cos(B)

Calculons les premiers termes des deux suites en rappelant la propriété trigonométrique :



1+ czos(x) _ cos? (;)

{UO = b cos(B)
Vo=D>b

Uo tVo _ 1 + cos(,[?) ﬁ

j b cos?
le VULV —\m—bcos

( U, :u:bcos(ﬁ)Ls(z):wa(E)wSz(f_z)

2 2 2 2

V=0, V; = (b cos (g)) cos? (2'82> = b cos (g) cos (i)

\

‘

B
Uz = b cos (i)cos(ﬁ)Ls(zz)= b cos (g)cos (fz)cos <ﬁ>

22 2 23

= |(vcos (B)cos (£)) eost(£) = os () cos (&) os ()

Faisons alors la conjecture pour tout entier naturel n :

U, =V, cos (fn)

= (3) s () cos(5) <o T )

et prouvons la par récurrence, l'initialisation ayant été faite pour les rangs 0 a 3. Supposons

\

donc la conjecture vraie au rang n alors :

2

=V, cos? (2’,18“) =b (ﬁ cos (;%)) cos (27[5*1)

B
U, +V, 1 B 1+ cos (2"
Un+1 = =§(Vn COS(—)+Vn) =Vn—




Donc la conjecture est vraie au rang n 4+ 1 ce qui la prouve pour tous les rangsn € N

Il ne reste plus qu’a simplifier les expressions précédentes en notant que :

n B no[2sin (%) cos (%)
B “ (ﬁ) - B 2 sin (%)

Aprés sortie du facteur 2 du signe produit, Il s’agit d’un produit télescopique qui vaut :

1 Si"(%)_ 1 sin(B)
2r sin (é‘%) o sin (Zﬁn)

Ainsi :

Soit en prenant des équivalents :

!{Un ~V,, cos (ﬁ) ~ T~ bsin(6)

2n B
v ~£ sin(B) B b sin(pB)
| TR B
27’1

Ainsi les deux suites U et IV ont pour limite commune :

bsin(B) b sin (cos‘1 (%))
P







