Etudier la suite définie par la relation de récurrence :

Upy1 = (1 - un)z

et de premier terme :

1
Uy ==
072
Solution :
On introduit la fonction :
fl)=(Q0Q-x)?
et on cherche les points fixes de f ou encore limites éventuelles de la suite en résolvant :
f)=x
Soit :
(1-x)2=x

1-2x+x%=x
x>=3x+1=0

On obtient deux limites éventuelles :

3-+5 3++5
2 <1, L2= 2

0<L = >1

On représente graphiquement la fonction ainsi que la droite y = x afin de faire apparaitre par une
construction en pointillés les premiers termes de la suite.
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Ce procédé suggéere que les termes de rang pair converge vers 1 et ceux de rang impair vers 0. Pour
le prouver, on introduit les deux suites suivantes :

Up =Uzp
Wn = Uz n+1

On procéde alors par récurrence pour montrer que la propriété suivante P, est vraie pour tout entier
naturel n :

L1<vn<vn+1<1, 0<wn+1<wn<L1

Pour cela, on note au préalable que :

Vi1 = Uznsz = fQUzner) = f(Fzn)) = F(f (03)
De méme :
Wni1 = f(f (W)
et on étudie en premier la fonction g définie par :
g =f(f®)=0-0-03)?=Qx—x?)*=4x*—4x>+x*
g x)=8x—-12x*4+4x3 =4x2-3x+x))=4x(x—-1)(x—2)

g’ étant strictement positive sur ]0,1[, g est strictement croissante sur [0,1]



On peut alors procéder a la récurrence :

Initialisation : pourn = 0 :

1 1
_ 9 4
T T1e M1T ™ T 056
On vérifie aisément :
3—\/§<1<9<1 0<49<1<3—\/§
2 2 16 ’ 256 4 2

Donc P, est vraie.
Hérédité : On suppose que P, est vraie pour un entier naturel n. Alors :
Ly <V <vVpy1 <1, 0<wyyy <w, <Ly
Donc:
FUWLD) < FEWn) < fFFWnie)) < FFD), FU0) < fFUFWni1)) < FFW)) < fF(F(L1))
D'ou:
Li <vppr <vpia <1, 0<Wpyp <wpyq <Ly

Ainsi P, est vraie, ce qui prouve la propriété P, pour tout entier naturel n.

On en déduit alors que la suite (v,,) est décroissante et minorée donc converge vers une limite L et la
suite (w;,) est croissante et majorée donc converge vers une limite L', ces deux limites étant solutions
de I'’équation :

f(f(x) = x
Soit :
4x2—4x3+x*=x
x*—4x3+4x>-x=0
x(x3—4x*>+4x—-1)=0
x(x—1)(x?-3x+1)
Donc L et L' sont dans I'ensemble :
{0,1,L,L,}
Or, par ailleurs, pour tout entier natureln :
Li<vg <y, <1, 0<w,<wy<lLg
Donc par passage a la limite :

Li<vy<L<1 0<L <swy,<l



On en déduit :

Ainsi, la suite des termes de rang pair est bien strictement croissante et tend vers 1 tandis que
celle des rang impair est strictement décroissante et tend vers 0.



