
Enoncé (oral polytechnique 1982): 

Soit la suite (𝑰𝒏) définie pour tout 𝒏 ∈ ℕ par : 

𝑰𝒏 = ∫ (𝟏 +
𝒙

𝒏
)

𝒏

 𝒆−𝟐 𝒙 𝒅𝒙
𝒏

𝟎

 

Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝒏⟶+∞

𝑰𝒏 

 

 

Correction : 

1ère étape : convergence de la suite : 

Considérons d’abord la suite de terme général : 

𝑈𝑛 = (1 +
𝑥

𝑛
)

𝑛

= 𝑒
𝑛 𝐿𝑛(1+

𝑥
𝑛

)
 

Montrons que cette suite est strictement croissante en considérant sur [1, +∞[ la fonction : 

𝑔(𝑡) = 𝑡 𝐿𝑛 (1 +
𝑥

𝑡
) 

de dérivée : 

𝑔′(𝑡) = 𝐿𝑛 (1 +
𝑥

𝑡
) + 𝑡 (−

𝑥

𝑡2
)

1

1 +
𝑥
𝑡

= 𝐿𝑛 (1 +
𝑥

𝑡
) −

𝑥
𝑡

1 +
𝑥
𝑡

 

Posons : 

ℎ(𝑦) = 𝐿𝑛(1 + 𝑦) −
𝑦

1 + 𝑦
 

ℎ est dérivable sur [0, +∞[ et : 

ℎ′(𝑦) =
1

1 + 𝑦
−

1

(1 + 𝑦)2
=

𝑦

(1 + 𝑦)2
> 0 

Comme ℎ(0) = 0, on en déduit ℎ strictement croissante sur [0, +∞[ et : 

∀ 𝑦 ∈ ]0, +∞[ ∶  ℎ(𝑦) > 0 

Donc : 

∀ 𝑡 ∈  [1, +∞[ ∶  𝑔′(𝑡) > 0 

 𝑔 est donc strictement croissante sur [1, +∞[ et la suite (𝑈𝑛) est donc strictement croissante. Or : 

𝑛 𝐿𝑛 (1 +
𝑥

𝑛
) ~ 𝑛 

𝑥

𝑛
~𝑥 

Donc : 

lim
𝑛→+∞

(1 +
𝑥

𝑛
)

𝑛

= 𝑒𝑥 



Et ainsi : 

∀ 𝑛 ∈ ℕ∗ ∶ (1 +
𝑥

𝑛
)

𝑛

≤ 𝑒𝑥 

Remarque : On pouvait, pour obtenir cette simple majoration, se passer de passer par le caractère 

croissant de la suite en notant par convexité de la fonction 𝑒𝑥 que : 

0 ≤ 1 +
𝑥

𝑛
≤ 𝑒

𝑥
𝑛 

puis en élevant à la puissance 𝑛. 

On a maintenant  : 

𝐼𝑛 ≤ ∫ 𝑒𝑥  𝑒−2 𝑥 𝑑𝑥
𝑛

0

≤ ∫ 𝑒− 𝑥 𝑑𝑥
+∞

0

= 1 

La suite est donc majorée par 1 

De plus 

∫ (1 +
𝑥

𝑛 + 1
)

𝑛+1

 𝑒−2 𝑥 𝑑𝑥
𝑛+1

0

≥ ∫ (1 +
𝑥

𝑛 + 1
)

𝑛+1

 𝑒−2 𝑥 𝑑𝑥
𝑛

0

≥ ∫ (1 +
𝑥

𝑛
)

𝑛

 𝑒−2 𝑥 𝑑𝑥
𝑛

0

= 𝐼𝑛 

Donc : 

𝐼𝑛+1 ≥ 𝐼𝑛 

La suite est donc croissante.  On en déduit qu’ elle converge vers une limite 𝐿 ≤ 1 

2ème étape : valeur de la limite par minoration : 

Soit un réel quelconque 𝑎 ≥ 0 alors pour 𝑛 ≥ 𝑎 : 

∫ (1 +
𝑥

𝑛
)

𝑛

 𝑒−2 𝑥 𝑑𝑥
𝑎

0

 ≤ 𝐼𝑛      (1) 

Considérons alors sur l’intervalle 𝐼 = [0, 𝑎] la suite de fonctions : 

𝑓𝑛(𝑥) = (1 +
𝑥

𝑛
)

𝑛

 𝑒−2 𝑥 

Cette suite converge simplement vers la fonction  𝑒− 𝑥  sur 𝐼 . Montrons que la convergence est 

uniforme. 

Soit 𝑥 ∈ [0, 𝑎] alors : 

0 ≤ 𝑒− 𝑥 − (1 +
𝑥

𝑛
)

𝑛

 𝑒−2 𝑥 = 𝑒− 𝑥 − 𝑒
𝑛 𝐿𝑛(1+

𝑥
𝑛

)
= 𝑒− 𝑥 (1 − 𝑒

𝑛 𝐿𝑛(1+
𝑥
𝑛

)−𝑥
) 

Or : 

𝑛 𝐿𝑛 (1 +
𝑥

𝑛
) − 𝑥 ≤ 0 

Et pour tout réel 𝑢  on a, par convexité de la fonction exponentielle  : 

𝑒𝑢 ≥ 1 + 𝑢 

soit 



0 ≤ 1 − 𝑒𝑢 ≤ −𝑢 

Donc : 

0 ≤ 𝑒− 𝑥 − (1 +
𝑥

𝑛
)

𝑛

 𝑒−2 𝑥 ≤ 𝑥 − 𝑛 𝐿𝑛 (1 +
𝑥

𝑛
) = 𝑛 (

𝑥

𝑛
− 𝐿𝑛 (1 +

𝑥

𝑛
)) 

Or la fonction 𝑘 définie par : 

𝑘(𝑡) = 𝑡 − 𝐿𝑛(1 + 𝑡) 

est dérivable sur [0, +∞[ et sur  ]0, +∞[ : 

𝑘′(𝑡) = 1 −
1

1 + 𝑡
=

𝑡

1 + 𝑡
> 0 

Donc 𝑘 est strictement croissante sur [0, +∞[ et ainsi : 

0 ≤ 𝑒− 𝑥 − (1 +
𝑥

𝑛
)

𝑛

 𝑒−2 𝑥 ≤ 𝑛 (
𝑎

𝑛
− 𝐿𝑛 (1 +

𝑎

𝑛
)) 

Or : 

𝑛 (
𝑎

𝑛
− 𝐿𝑛 (1 +

𝑎

𝑛
)) ~𝑛 

𝑎2

2 𝑛2
=

𝑎2

2𝑛
 

Donc : 

lim
𝑛→+∞

𝑛 (
𝑎

𝑛
− 𝐿𝑛 (1 +

𝑎

𝑛
)) = 0 

La suite de fonctions (𝑓𝑛(𝑥)) tend donc uniformément vers 𝑒−𝑥 sur [0, 𝑎]. On en déduit : 

lim
𝑛→+∞

∫ (1 +
𝑥

𝑛
)

𝑛

 𝑒−2 𝑥 𝑑𝑥
𝑎

0

= lim
𝑛→+∞

∫ 𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥
𝑎

0

= ∫ 𝑒−𝑥 𝑑𝑥
𝑎

0

 

Et par passage à la limite dans l’inégalité (1) : 

∫ 𝑒−𝑥 𝑑𝑥
𝑎

0

≤ 𝐿 

En faisant tendre 𝑎 vers +∞, on en déduit par passage à la limite dans l’inégalité précédente : 

1 = ∫ 𝑒−𝑥 𝑑𝑥
+∞

0

≤ 𝐿 

Donc : 

𝐿 = 1 


