Enoncé

On considére deux variables aléatoires réelles indépendantes X et Y suivant la méme loi
exponentielle de parameétre 4 = 1.

On note :

U==-(X+Y)

V== (X-Y)

1) Calculer I'espérance et la variance de U et de V
2) Déterminer la densité de U puis celle de V

Solution
1) Ona

1 1

EW) =5 (E+EM)=51+D =1
1 1 1

v = VX)) +v()) = A+ =5
1 1

EW) =5 (E(X)—E(Y)) =5 (1-1)=0
1 1 1

vy =y, VX)) +Vv()) = A+ =5

2) On a pour la fonction de répartition de U :
Fy(x) =P(U<x)=PX+Y <2x)=Fy,y(2x)
Donc pour sa densité :
fu(x) = Fy(x) = 2 fx4y (2 x)

Ou fy,y est la densité de la variable somme de X et de Y définie par:

Ferr @) = f feu—1) fy(®) dt

Soit pouru = 0 :

u

frsy (W) = J e~ Wt ot gt =y e
0



Et pouru <0:

frar(w) =0

D’ol pourx = 0:
fulx) =4xe%*
Et pourx <O0:

fu(x) =0

Vérifions que nous avons bien affaire a une densité :

2% o to e~ 2% +o
4 x l +2f e‘zxdx=2l l =1
0 0

f 4xe?*dx =
0

-2 -2
0

Voyons la densité de IV maintenant.
Fy(x)=P(V<x)=PX-Y<2x)=Fy_y(2x)
Donc pour sa densité :

fr(x) = Fy(x) =2 fy_y(2x)

Ou fy_y est la densité de la variable somme de X et de —Y définie par:

Feoy () = f felu =) foy(0) dt = f felu—1) fy(=0) dt

Soit pouru > 0 :

0

2t10
fX y(u) = Je_(u_t) et dt = e_u e_ -
- 2| T2

— 00

Et pouru <0:

u

24
fx—y() = fe‘(”‘t) etdt —ev || =5
2| "2

—00

D’ol pourx > 0:

fr(x) = e7?*

etpourx <0:

fr(x) = e?*




Vérifions que nous avons bien affaire a une densité :
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