
Enoncé 1 : 

1)  Justifier l’égalité en précisant le domaine de validité : 

𝟏

𝟏 + 𝒙
= ∑(−𝟏)𝒌 𝒙𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

+
(−𝟏)𝒏+𝟏 𝒙𝒏+𝟏

𝟏 + 𝒙
  

2) En déduire, par une intégration convenablement choisie, une expression simplifiée de : 

∑
(−𝟏)𝒌

𝒌 + 𝟏

𝒏

𝒌=𝟎

 

3) En déduire, sans invoquer le théorème des séries alternées, que la série précédente converge et 

déterminer : 

∑
(−𝟏)𝒌−𝟏

𝒌

+∞

𝒌=𝟏

 

Enoncé 2 : 

Adapter la méthode précédente pour déterminer : 

∑
(−𝟏)𝒌

𝟐 𝒌 + 𝟏

+∞

𝒌=𝟏

 

Puis 

∑
(−𝟏)𝒌

𝟑 𝒌 + 𝟏

+∞

𝒌=𝟏

 

(on calculera l’expression intégrale) 

Et généraliser, pour 𝒑 entier naturel non nul,  à : 

∑
(−𝟏)𝒌

𝒑 𝒌 + 𝟏

+∞

𝒌=𝟏

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Corrigé : 

Enoncé 1 : 

1) On applique le résultat concernant la somme des 𝑛 + 1 premiers termes d’une suite géométrique 

de raison −𝑥 avec 𝑥 ≠ −1 : 

∑(−1)𝑘 𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

=
1 − (−𝑥)𝑛+1

1 + 𝑥
 

2) On intègre sur l’intervalle [0,1] ∶ 

∫
1

1 + 𝑥

1

0

 𝑑𝑥 = ∑ ∫ (−1)𝑘 𝑥𝑘
1

0

 𝑑𝑥

𝑛

𝑘=0

+ ∫
(−1)𝑛+1 𝑥𝑛+1

1 + 𝑥

1

0

 𝑑𝑥 

[𝐿𝑛(1 + 𝑥)]0
1 = ∑ [(−1)𝑘  

𝑥𝑘+1

𝑘 + 1
]

0

1𝑛

𝑘=0

+ ∫
(−1)𝑛+1 𝑥𝑛+1

1 + 𝑥

1

0

 𝑑𝑥 

𝐿𝑛(2) = ∑  
(−1)𝑘

𝑘 + 1

𝑛

𝑘=0

+ 𝑅𝑛 

où : 

|𝑅𝑛| = |∫
(−1)𝑛+1 𝑥𝑛+1

1 + 𝑥

1

0

 𝑑𝑥| ≤ ∫ |
(−1)𝑛+1 𝑥𝑛+1

1 + 𝑥
|

1

0

 𝑑𝑥 = ∫
 𝑥𝑛+1

1 + 𝑥

1

0

 𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑥𝑛+1
1

0

 𝑑𝑥 =
1

𝑛 + 2
 

Ainsi : 

lim
𝑛→+∞

𝑅𝑛 = 0 

3) On en déduit : 

∑
(−1)𝑘−1

𝑘

+∞

𝑘=1

= ∑  
(−1)𝑘

𝑘 + 1

+∞

𝑘=0

= 𝐿𝑛(2) 

 

Enoncé 2 : 

La méthode s’adapte  en remplaçant 𝑥 par 𝑥2 : 

∑(−1)𝑘 𝑥2 𝑘

𝑛

𝑘=0

=
1 − (−𝑥2)𝑛+1

1 + 𝑥
 

∫
1

1 + 𝑥2

1

0

 𝑑𝑥 = ∑ ∫ (−1)𝑘  𝑥2𝑘
1

0

 𝑑𝑥

𝑛

𝑘=0

+ ∫
(−1)𝑛+1 𝑥2𝑛+2

1 + 𝑥

1

0

 𝑑𝑥 

[𝐴𝑡𝑎𝑛(𝑥)]0
1 = ∑ [(−1)𝑘  

𝑥2 𝑘+1

2 𝑘 + 1
]

0

1𝑛

𝑘=0

+ ∫
(−1)𝑛+1 𝑥2𝑛+2

1 + 𝑥

1

0

 𝑑𝑥 



𝐴𝑡𝑎𝑛(2) = ∑  
(−1)𝑘

2 𝑘 + 1

𝑛

𝑘=0

+ 𝑅𝑛 

où : 

|𝑅𝑛| = |∫
(−1)𝑛+1 𝑥2 𝑛+2

1 + 𝑥

1

0

 𝑑𝑥| ≤ ∫ |
(−1)𝑛+1 𝑥2 𝑛+2

1 + 𝑥
|

1

0

 𝑑𝑥 = ∫
 𝑥2 𝑛+2

1 + 𝑥

1

0

 𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑥2 𝑛+2
1

0

 𝑑𝑥

=
1

2 𝑛 + 3
 

Ainsi : 

lim
𝑛→+∞

𝑅𝑛 = 0 

Et : 

∑  
(−1)𝑘

2 𝑘 + 1

+∞

𝑘=0

= 𝐴𝑡𝑎𝑛(1) 

 

En remplaçant 𝑥 par 𝑥3, la méthode conduit à : 

∑  
(−1)𝑘

2 𝑘 + 1

+∞

𝑘=0

= ∫
1

1 + 𝑥3

1

0

 𝑑𝑥 

Une décomposition en éléments simples conduit alors à : 

1

1 + 𝑥3
=

1

3
 (

1

𝑥 + 1
−

𝑥 − 2

𝑥2 − 𝑥 + 1
) =

1

3
 (

1

𝑥 + 1
−

1
2

(2 𝑥 − 1) −
3
2

𝑥2 − 𝑥 + 1
) 

=
1

3
 (

1

𝑥 + 1
−

1

2

2 𝑥 − 1

𝑥2 − 𝑥 + 1
−

3

2
 

1

(𝑥 −
1
2)

2

+
3
4

) 

Et : 

∫
1

1 + 𝑥3

1

0

 𝑑𝑥 = [
1

3
(𝐿𝑛(𝑥 + 1) −

1

2
 𝐿𝑛(𝑥2 − 𝑥 + 1) +

3

2
 ×

2

√3
 𝐴𝑡𝑎𝑛 (

2

√3
(𝑥 −

1

2
)))]

0

1

 

=
1

3
(𝐿𝑛(2) + √3 (𝐴𝑡𝑎𝑛 (

1

√3
) − 𝐴𝑡𝑎𝑛 (−

1

√3
))) =

1

3
(𝐿𝑛(2) + 2√3 𝐴𝑡𝑎𝑛 (

1

√3
)) 

 

Et on généralise sous forme : 

∑  
(−1)𝑘

𝑝 𝑘 + 1

+∞

𝑘=0

= ∫
1

1 + 𝑥𝑝

1

0

 𝑑𝑥 



 


