
 

 

 

 

 

 

 

 



 



Correction 

Partie I 

1 a) soit 𝑥 ∈ ℝ \{−𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} alors si 𝑥 ≠ 0  et en +∞ pour 𝑛 ∶ 

1

𝑛
−

1

𝑛 + 𝑥
=

𝑥

𝑛 (𝑛 + 𝑥)
~

𝑥

𝑛2
 

Donc la série de fonction associée converge et  𝐹(𝑥) est définie. En outre : 

𝐹(0) = 0 

Si 𝑥 = −𝑚 , 𝑚 ∈ ℕ le terme de rang 𝑚 de la série n’est pas défini donc 𝐹(𝑥) n’est pas définie. 

Ainsi : 

𝐷𝐹 = ℝ \{−𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} 

1 b)  

𝐹(0) = 0 

𝐹(1) = ∑ (
1

𝑛
−

1

𝑛 + 1
)

+∞

𝑛=1

= 1 

𝐹(2) = ∑ (
1

𝑛
−

1

𝑛 + 2
)

+∞

𝑛=1

= ∑ ((
1

𝑛
+

1

𝑛 + 1
) − (

1

𝑛 + 1
+

1

𝑛 + 2
))

+∞

𝑛=1

= 1 +
1

2
=

3

2
 

2 a) Posons : 

𝑓𝑛(𝑥) =
1

𝑛
−

1

𝑛 + 𝑥
 

 sur [𝑎, 𝑏] ⊂ [0, +∞[ : 

|𝑓𝑛(𝑥)| = |
𝑥

𝑛 (𝑛 + 𝑥)
| ≤

|𝑥|

𝑛2
≤

𝑏

𝑛2
 

La série de terme général 
𝑏

𝑛2 étant convergente, la  série de fonctions de terme général 𝑓𝑛(𝑥) est 

donc normalement convergente et donc uniformément convergente sur [𝑎, 𝑏]. Comme chaque 

terme est une fonction continue sur [𝑎, 𝑏], la limite uniforme 𝐹(𝑥) est donc continue sur [𝑎, 𝑏]. 

 

2 b) soit (𝑥, 𝑦) ∈ [0, +∞[2 alors : 

𝐹(𝑦) − 𝐹(𝑥) = ∑ ((
1

𝑛
−

1

𝑛 + 𝑦
) − (

1

𝑛
−

1

𝑛 + 𝑥
))

+∞

𝑛=1

= ∑
𝑦 − 𝑥

(𝑛 + 𝑥)( 𝑛 + 𝑦)

+∞

𝑛=1

= 

(𝑦 − 𝑥) ∑
1

(𝑛 + 𝑥)( 𝑛 + 𝑦)

+∞

𝑛=1

 

Donc : 



|𝐹(𝑦) − 𝐹(𝑥)| = (𝑦 − 𝑥) ∑
1

(𝑛 + 𝑥)( 𝑛 + 𝑦)

+∞

𝑛=1

≤ (𝑦 − 𝑥) ∑
1

𝑛 𝑛

+∞

𝑛=1

= (𝑦 − 𝑥) 
𝜋2

6
 

3 a) les 𝑓𝑛(𝑥) sont dérivables sur [0, +∞[ et : 

𝑓′𝑛(𝑥) =
1

(𝑛 + 𝑥)2
 

Donc sur [0, +∞[ : 

|𝑓′𝑛(𝑥)| ≤
1

𝑛2
 

La série de terme général 𝑓′𝑛(𝑥) converge donc normalement sur [0, +∞[. On peut donc dériver 

𝐹(𝑥) sur [0, +∞[  terme à terme :  

𝐹′(𝑥) = ∑
1

(𝑛 + 𝑥)2

+∞

𝑛=1

 

On en déduit : 

𝐹′(0) =
𝜋2

6
 

𝐹′(1) = ∑
1

(𝑛 + 1)2

+∞

𝑛=1

=
𝜋2

6
− 1 

3 b) On a sur [0, +∞[ ∶  𝐹′(𝑥) ≥ 0  donc 𝐹 est croissante sur [0, +∞[. 

les 𝑓′𝑛(𝑥) sont dérivables sur [0, +∞[ et : 

𝑓′′𝑛(𝑥) = −
2

(𝑛 + 𝑥)3
 

Donc sur [0, +∞[ : 

|𝑓′′𝑛(𝑥)| ≤
2

𝑛3
 

La série de terme général 𝑓′′𝑛(𝑥) converge donc normalement sur [0, +∞[. On peut donc dériver 

𝐹′(𝑥) sur [0, +∞[  terme à terme :  

𝐹′′(𝑥) = − ∑
2

(𝑛 + 𝑥)3

+∞

𝑛=1

≤ 0 

𝐹 est donc concave sur [0, +∞[ 

4) Supposons :  

∃ 𝑀 ∈ ]0, +∞[ ∶  ∀ 𝑥 ∈ [0, +∞[ ∶  ∑ (
1

𝑛
−

1

𝑛 + 𝑥
)

+∞

𝑛=1

≤ 𝑀 

Alors :  



∀ 𝑁 ∈ ℕ∗ ∶  ∑ (
1

𝑛
−

1

𝑛 + 𝑥
)

𝑁

𝑛=1

≤ 𝑀 

Et, en faisant tendre 𝑥 vers +∞, à 𝑁 fixé, on obtient par passage à la limite dans l’inégalité : 

∑
1

𝑛

𝑁

𝑛=1

≤ 𝑀 

Or : 

lim
𝑁→+∞

∑
1

𝑛

𝑁

𝑛=1

= +∞ 

Ceci apporte une contradiction. Donc 𝐹 est donc croissante et non majorée sur [0, +∞[ donc : 

lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = +∞ 

5 a)  

𝐽𝑥(𝑦) = ∫ (
1

𝑡
−

1

𝑡 + 𝑥
)  𝑑𝑡

𝑦

1

= [𝐿𝑛 (
𝑡

𝑡 + 𝑥
)]

1

𝑦

= 𝐿𝑛 (
𝑦

𝑦 + 𝑥
) − 𝐿𝑛 (

1

1 + 𝑥
) 

On en déduit : 

𝑙(𝑥) = ∫ (
1

𝑡
−

1

𝑡 + 𝑥
)  𝑑𝑡

𝑥

1

= −𝐿𝑛 (
1

1 + 𝑥
) = 𝐿𝑛(𝑥 + 1) 

5 b) on a sur [𝑛, 𝑛 + 1] ∶ 

𝜑𝑥(𝑡) =
1

𝑡
−

1

𝑡 + 𝑥
=

𝑥

𝑡 (𝑡 + 𝑥)
 

qui est une fonction décroissante de 𝑡 à 𝑥 fixé, donc, sur [𝑛, 𝑛 + 1] : 

𝜑𝑥(𝑛 + 1) ≤ 𝜑𝑥(𝑡) ≤ 𝜑𝑥(𝑛) 

D’où : 

∫ 𝜑𝑥(𝑛 + 1)
𝑛+1

𝑛

 𝑑𝑡 ≤ ∫ 𝜑𝑥(𝑡)
𝑛+1

𝑛

 𝑑𝑡 ≤ ∫ 𝜑𝑥(𝑛)
𝑛+1

𝑛

 𝑑𝑡  

Soit : 

𝜑𝑥(𝑛 + 1) ≤ ∫ 𝜑𝑥(𝑡) 𝑑𝑡
𝑛+1

𝑛

≤ 𝜑𝑥(𝑛) 

En sommant de 1 à 𝑁 ∈ ℕ∗ ∶ 

∑ 𝜑𝑥(𝑛 + 1)

𝑁

𝑛=1

≤ ∑ ∫ 𝜑𝑥(𝑡) 𝑑𝑡
𝑛+1

𝑛

 

𝑁

𝑛=1

≤ ∑ 𝜑𝑥(𝑛)

𝑁

𝑛=1

 

Puis en faisant tendre 𝑁 vers l’infini : 



∑ 𝜑𝑥(𝑛 + 1)

+∞

𝑛=1

≤ ∫ 𝜑𝑥(𝑡) 𝑑𝑡
+∞

1

≤ ∑ 𝜑𝑥(𝑛)

+∞

𝑛=1

 

𝐹(𝑥) −  (1 −
1

𝑥
) ≤ 𝑙(𝑥) ≤ 𝐹(𝑥) 

Soit : 

𝐹(𝑥) ≤ 𝑙(𝑥) + 1 −
1

𝑥
≤ 𝑙(𝑥) + 1 

Ainsi : 

𝑙(𝑥) ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑙(𝑥) + 1 

5 c) 

𝐿𝑛(𝑥 + 1) ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝐿𝑛(𝑥 + 1) + 1 

Et pour 𝑥 > 1 ∶ 

𝐿𝑛(𝑥 + 1)

𝐿𝑛(𝑥)
≤

𝐹(𝑥)

𝐿𝑛(𝑥)
≤

𝐿𝑛(𝑥 + 1) + 1

𝐿𝑛(𝑥)
 

Or en +∞ : 

𝐿𝑛(𝑥 + 1)

𝐿𝑛(𝑥)
~

𝐿𝑛(𝑥)

𝐿𝑛(𝑥)
= 1,

𝐿𝑛(𝑥 + 1) + 1

𝐿𝑛(𝑥)
~

𝐿𝑛(𝑥)

𝐿𝑛(𝑥)
= 1 

Donc : 

lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥)

𝐿𝑛(𝑥)
= 1 

Ainsi : 

𝐹(𝑥)~𝐿𝑛(𝑥) 

 

Partie II : 

1 a) Soient  𝑔 et ℎ deux solutions de 𝒞1(𝑎) et 𝛿 = 𝑔 − ℎ. Alors : 

∀ 𝑥 ∈ ]0, +∞[ ∶  𝛿(𝑥 + 1) − 𝛿(𝑥) = (𝑔(𝑥 + 1) − 𝑔(𝑥)) − (ℎ(𝑥 + 1) − ℎ(𝑥)) =
1

𝑥
−

1

𝑥
= 0  

Donc : 

𝛿(𝑥 + 1) = 𝛿(𝑥) 

Il en découle : 

∀ 𝑛 ∈ ℕ∗ ∶  𝛿(𝑛 + 1) = 𝛿(𝑛) 

La suite (𝛿(𝑛))
𝑛∈ℕ∗ est donc la suite constante de valeur 𝛿(1) = 0 

1 b) Soit 𝑥 ∈ ]0,1[ alors : 

∀ 𝑛 ∈ ℕ∗ ∶  𝑥 + 𝑛 ∈ ]𝑛, 𝑛 + 1[ 



Donc : 

𝑔(𝑛) ≤ 𝑔(𝑥 + 𝑛) ≤ 𝑔(𝑛 + 1) 

−ℎ(𝑛 + 1) ≤ −ℎ(𝑥 + 𝑛) ≤ −ℎ(𝑛) 

D’où : 

𝑔(𝑛) − ℎ(𝑛 + 1) ≤ 𝑔(𝑥 + 𝑛) − ℎ(𝑥 + 𝑛) ≤ 𝑔(𝑛 + 1) − ℎ(𝑛) 

Soit : 

ℎ(𝑛) − ℎ(𝑛 + 1) ≤ 𝑔(𝑥 + 𝑛) − ℎ(𝑥 + 𝑛) ≤ 𝑔(𝑛 + 1) − 𝑔(𝑛) 

finalement : 

−
1

𝑛
≤ 𝛿(𝑥 + 𝑛) ≤

1

𝑛
 

Or : 

∀ 𝑛 ∈ ℕ ∶  𝛿(𝑥 + 𝑛 + 1) = 𝛿(𝑥 + 𝑛) 

La suite (𝛿(𝑥 + 𝑛))
𝑛∈ℕ

 est donc la suite constante de valeur 𝛿(𝑥) 

Ainsi, sur ]0,1[ ∶ 

∀ 𝑛 ∈ ℕ∗: −
1

𝑛
≤ 𝛿(𝑥) ≤

1

𝑛
 

Donc : 

𝛿(𝑥) = 0 

Or pour  𝑥 ∈ ]0,1] ∶  𝛿(𝑥 + 𝑛) = 𝛿(𝑥) = 0,  donc pour tout  𝑛 ∈ ℕ∗ : 

pour  𝑥 ∈ ]𝑛, 𝑛 + 1] ∶  𝛿(𝑥) = 0 

Or : 

]0, +∞[ = ⋃]𝑛, 𝑛 + 1]

𝑛∈ℕ

 

On en déduit : 

∀ 𝑥 ∈ ]0, +∞[ ∶  𝛿(𝑥) = 0 

1 c) Posons : 

𝑓𝑎(𝑥) = 𝑎 −
1

𝑥
+ 𝐹(𝑥) 

D’une part, 𝑓𝑎 est croissante sur ]0, +∞[ 

D’autre part : 

∀ 𝑥 ∈ ]0, +∞[ ∶  𝑓𝑎(𝑥 + 1) − 𝑓𝑎(𝑥) =
1

𝑥
−

1

𝑥 + 1
+ 𝐹(𝑥 + 1) − 𝐹(𝑥)  



=
1

𝑥
−

1

𝑥 + 1
+ ∑ (

1

𝑛 + 𝑥
−

1

𝑛 + 𝑥 + 1
)

+∞

𝑛=1

=
1

𝑥
−

1

𝑥 + 1
+

1

1 + 𝑥
=

1

𝑥
 

Enfin : 

𝑓𝑎(1) = 𝑎 − 1 + 𝐹(1) = 𝑎 

𝑓𝑎 est donc solution de 𝒞1(𝑎), c’est donc l’unique solution. 

 

2 a)  

i) Soit 𝑔 solution de 𝒞2 alors : 

D’une part : 

∀ 𝑥 ∈ ]0, +∞[ ∶  𝑔′(𝑥 + 1) − 𝑔′(𝑥) =
1

𝑥
 

D’autre part :  

𝑔′ 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 ]0, +∞[ 

Donc 𝑔′ est solution de 𝒞1(𝛼) où 𝛼 = 𝑔′(1) 

ii) On a d’une part : 

𝑔(2) − 𝑔(1) = 𝐿𝑛(1) = 0 

D’autre part : 

𝑔(2) − 𝑔(1) = ∫ 𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥
2

1

= ∫ (𝛼 −
1

𝑥
+ 𝐹(𝑥)) 𝑑𝑥

2

1

= 𝛼 − ∫ (
1

𝑥
− 𝐹(𝑥)) 𝑑𝑥

2

1

 

On en déduit : 

𝛼 = ∫ (
1

𝑥
− 𝐹(𝑥)) 𝑑𝑥

2

1

= − ∫ 𝑓0(𝑥) 𝑑𝑥
2

1

 

iii) On a : 

∀ 𝑥 ∈ ]0, +∞[ ∶  𝑔′(𝑥) = 𝛼 −
1

𝑥
+ 𝐹(𝑥) = 𝛼 + 𝑓0(𝑥) 

Donc : 

∫ 𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡
𝑥

1

= ∫ (𝛼 + 𝑓0(𝑡)) 𝑑𝑡
𝑥

1

 

𝑔(𝑥) − 𝑔(1) = 𝛼 (𝑥 − 1) + ∫ 𝑓0(𝑡) 𝑑𝑡
𝑥

1

 

D’où : 

𝑔(𝑥) = 𝛼 (𝑥 − 1) + ∫ 𝑓0(𝑡) 𝑑𝑡
𝑥

1

 

2 b) On considère sur ]0, +∞[ : 



𝑔(𝑥) = −(𝑥 − 1) ∫ 𝑓0(𝑥) 𝑑𝑥
2

1

 + ∫ 𝑓0(𝑡) 𝑑𝑡
𝑥

1

 

On a : 

𝑔 est dérivable sur ]0, +∞[  

𝑔(1) = 0 

∀𝑥 ∈ ]0, +∞[ ∶  𝑔′(𝑥) = − ∫ 𝑓0(𝑥) 𝑑𝑥
2

1

+ 𝑓0(𝑥) , 𝑔"(𝑥) = 𝑓′
0

(𝑥) =
1

𝑥2
+ 𝐹′(𝑥) ≥ 0 

𝑔′ est donc croissante sur ]0, +∞[ 

∀𝑥 ∈ ]0, +∞[ ∶  𝑔′(𝑥 + 1) − 𝑔′(𝑥) =
1

𝑥
 

Donc : 

∫ (𝑔′(𝑡 + 1) − 𝑔′(𝑡)) 𝑑𝑥
𝑥

1

= 𝐿𝑛(𝑥) 

Soit : 

(𝑔(𝑥 + 1) − 𝑔(𝑥)) − (𝑔(2) − 𝑔(1)) = 𝐿𝑛(𝑥) 

𝑔(𝑥 + 1) − 𝑔(𝑥) = 𝐿𝑛(𝑥) 

𝑔 est donc solution de 𝒞2. C’est donc l’unique solution. 

 

2 c) Soit 𝑥 ∈ ]0, +∞[ ∶ 

𝑥 𝐿𝑛 (
𝑛 + 1

𝑛
) − 𝐿𝑛 (

𝑥 + 𝑛

𝑛
) = 𝑥 𝐿𝑛 (1 +

1

𝑛
) − 𝐿𝑛 (1 +

𝑥

𝑛
) 

= 𝑥 (
1

𝑛
−

1

2 𝑛2
+ 𝑜 (

1

𝑛2
)) − (

𝑥

𝑛
−

𝑥2

2 𝑛2
+ 𝑜 (

1

𝑛2
)) 

=
𝑥 − 𝑥2

2 𝑛2 
+ 𝑜 (

1

𝑛2
) 

Si 𝑥 ≠ 1 alors : 

𝑥 𝐿𝑛 (
𝑛 + 1

𝑛
) − 𝐿𝑛 (

𝑥 + 𝑛

𝑛
) ~

𝑥 − 𝑥2

2 𝑛2 
 

et la série est absolument convergente 

Si 𝑥 = 1 alors : 

𝑥 𝐿𝑛 (
𝑛 + 1

𝑛
) − 𝐿𝑛 (

𝑥 + 𝑛

𝑛
) = 𝑜 (

1

𝑛2
) 

et la série est absolument convergente 

 



2 d) Posons pour 𝑥 > 0 ∶ 

𝑔(𝑥) = −𝐿𝑛(𝑥) + ∑ (𝑥 𝐿𝑛 (
𝑛 + 1

𝑛
) − 𝐿𝑛 (

𝑥 + 𝑛

𝑛
))

+∞

𝑛=1

 

Alors  

𝑔(1) = 0 

∀𝑥 ∈ ]0, +∞[ ∶  𝑔(𝑥 + 1) − 𝑔(𝑥) = 𝐿𝑛 (
𝑥

𝑥 + 1
) + ∑ (𝐿𝑛 (

𝑛 + 1

𝑛
) − 𝐿𝑛 (

𝑥 + 1 + 𝑛

𝑥 + 𝑛
))

+∞

𝑛=1

   

 

= 𝐿𝑛 (
𝑥

𝑥 + 1
) + ∑ (𝐿𝑛 (

𝑛 + 1

𝑥 + 𝑛 + 1
) − 𝐿𝑛 (

𝑛

𝑥 + 𝑛
))

+∞

𝑛=1

 

= 𝐿𝑛(𝑥) − 𝐿𝑛(𝑥 + 1) − 𝐿𝑛 (
1

𝑥 + 1
) = 𝐿𝑛(𝑥) 

Montrons que 𝑔 est dérivable sur ]0, +∞[ en posant : 

𝑔𝑛(𝑥) = 𝑥 𝐿𝑛 (
𝑛 + 1

𝑛
) − 𝐿𝑛 (

𝑥 + 𝑛

𝑛
) 

Les 𝑔𝑛 sont dérivables sur ]0, +∞[ et : 

𝑔′𝑛(𝑥) = 𝐿𝑛 (
𝑛 + 1

𝑛
) −

1

𝑥 + 𝑛
 

Sur [𝑎, 𝑏] ⊂ ]0, +∞[ : 

𝐿𝑛 (
𝑛 + 1

𝑛
) −

1

𝑎 + 𝑛
≤ 𝑔′𝑛(𝑥) ≤ 𝐿𝑛 (

𝑛 + 1

𝑛
) −

1

𝑏 + 𝑛
 

Posons : 

𝑐𝑛 = 𝐿𝑛 (
𝑛 + 1

𝑛
) −

1

𝑎 + 𝑛
, 𝑑𝑛 = 𝐿𝑛 (

𝑛 + 1

𝑛
) −

1

𝑏 + 𝑛
 

|𝑔′𝑛(𝑥)| ≤ sup|𝑐𝑛|, |𝑑𝑛|   

Or les séries de terme général 𝑐𝑛 et 𝑑𝑛 sont absolument convergentes (par développement limité) 

Donc la série de fonction de terme général 𝑔′𝑛(𝑥) converge normalement sur [𝑎, 𝑏]. On peut donc 

dériver 𝑔(𝑥) terme à terme. Ainsi : 

𝑔′(𝑥) = −
1

𝑥
+ ∑ (𝐿𝑛 (

𝑛 + 1

𝑛
) −

1

𝑥 + 𝑛
)

+∞

𝑛=1

 

Pour des raisons analogues (convergence normale), on peut à nouveau dériver sous le signe somme 

et : 

𝑔′(𝑥) =
1

𝑥2
+ ∑

1

(𝑥 + 𝑛)2

+∞

𝑛=1

≥ 0 



𝑔′ est donc croissante sur ]0, +∞[ 

𝑔 est donc solution de 𝒞2. C’est donc l’unique solution. 

 

3) Posons pour  ℎ > 0 𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 ∶ 𝑔1 = 𝐿𝑛(ℎ) 

ℎ 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝒞3  ⇔ {

∀ 𝑥 > 0 ∶ ℎ(𝑥 + 1) = 𝑥 ℎ(𝑥)

ℎ(1) = 1
𝐿𝑛 ∘ ℎ 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑥𝑒 𝑠𝑢𝑟 ]0, +∞[ 

 

⇔ {

∀ 𝑥 > 0 ∶ 𝐿𝑛 (ℎ(𝑥 + 1)) = 𝐿𝑛(𝑥) + 𝐿𝑛(ℎ(𝑥))

𝐿𝑛(ℎ(1)) = 0

𝐿𝑛 ∘ ℎ 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑥𝑒 𝑠𝑢𝑟 ]0, +∞[ 

 

⇔ {

∀ 𝑥 > 0 ∶  𝑔1(𝑥 + 1) − 𝑔1(𝑥) = 𝐿𝑛(𝑥)

𝑔1(1) = 0

𝑔1 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑥𝑒 𝑠𝑢𝑟 ]0, +∞[ 

 

⇔ 𝑔1 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝒞2  

On en déduit l’unique solution de 𝒞3 : 

ℎ(𝑥) = 𝑒𝑔(𝑥) 

3 b) Pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ ∶ 

ℎ(𝑛 + 1) = 𝑛 ℎ(𝑛) 

donc par récurrence : 

ℎ(𝑛) = (𝑛 − 1)! ℎ(1) = (𝑛 − 1)!  

3 c)  

𝑣𝑛(𝑥) =
(𝑛 + 1)𝑥  𝑛!

𝑥 (𝑥 + 1) … (𝑥 + 𝑛)
 

𝐿𝑛(𝑣𝑛(𝑥)) = 𝑥 𝐿𝑛(𝑛 + 1) + ∑ 𝐿𝑛(𝑘)

𝑛

𝑘=1

− 𝐿𝑛(𝑥) − ∑ 𝐿𝑛(𝑥 + 𝑘)

𝑛

𝑘=1

 

= −𝐿𝑛(𝑥) + ∑ (𝑥 𝐿𝑛(𝑘 + 1) − 𝑥 𝐿𝑛(𝑘) − 𝐿𝑛 (
𝑥 + 𝑘

𝑘
))

𝑛

𝑘=1

 

= −𝐿𝑛(𝑥) + ∑ (𝑥 𝐿𝑛 (
𝑘 + 1

𝑘
) − 𝐿𝑛 (

𝑥 + 𝑘

𝑘
))

𝑛

𝑘=1

 

Donc : 

lim
𝑛→+∞

𝐿𝑛(𝑣𝑛(𝑥)) = 𝑔(𝑥) 

D’où : 

lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛(𝑥) = 𝑒𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) 



3 d)  

𝑣𝑛 (
1

2
) =

(𝑛 + 1)
1
2 𝑛!

1
2 (

1
2 + 1) … (

1
2 + 𝑛)

=
2𝑛+1 (𝑛 + 1)

1
2 𝑛!

1 × 3 × … × (2 𝑛 + 1)
 

 

=
2 × 4 × … × 2 𝑛 × 2𝑛+1 (𝑛 + 1)

1
2 𝑛!

(2 𝑛) ! (2 𝑛 + 1)
 

=
2𝑛 𝑛 ! × 2𝑛+1 (𝑛 + 1)

1
2 𝑛!

(2 𝑛) ! (2 𝑛 + 1)
 

=
 (𝑛 !)2 × 22 𝑛+1 (𝑛 + 1)

1
2 

(2 𝑛) ! (2 𝑛 + 1)
=

 22 𝑛+1 (𝑛 + 1)
1
2 

(
2𝑛
𝑛

) (2 𝑛 + 1)
 

 

ℎ (
1

2
) = lim

𝑛→+∞
𝑣𝑛 (

1

2
) = lim

𝑛→+∞

 22 𝑛+1 (𝑛 + 1)
1
2 

(
2𝑛
𝑛

) (2 𝑛 + 1)
 

On rappelle l’équivalent de Stirling : 

𝑛! ~ (
𝑛

𝑒
)

𝑛

√2 𝜋 𝑛 

D’où on tire : 

(
2𝑛
𝑛

) =
(2 𝑛)!

(𝑛!)2
~

(
2 𝑛
𝑒 )

2 𝑛

√2 𝜋 2 𝑛

(
𝑛
𝑒)

2 𝑛
2 𝜋 𝑛

=
22 𝑛  

√𝜋 √𝑛
 

Ainsi : 

 22 𝑛+1 (𝑛 + 1)
1
2 

(
2𝑛
𝑛

) (2 𝑛 + 1)
~

22 𝑛+1 √𝑛 √𝜋 √𝑛 + 1  

22 𝑛 2 𝑛
~√𝜋 

Donc : 

ℎ (
1

2
) = √𝜋 

 


