
Exercice 1 : Déterminer le rayon de convergence 𝑹 des séries entières suivantes et calculer leur 

somme sur ]−𝑹, 𝑹[ 

𝟏) ∑(−𝟏)𝟏+𝟐+⋯+𝒏 𝒙𝒏

 

𝒏≥𝟏

          𝟐) ∑
𝒏𝟐

𝒏!
 𝒙𝟐 𝒏

 

𝒏≥𝟎

            𝟑) ∑
𝟕(−𝟏)𝒏+𝟏

𝒏
 𝒙𝒏

 

𝒏≥𝟏

  

  𝟒) ∑ 𝒂𝒏 𝒙𝒏

 

𝒏≥𝟏

 , 𝒂𝒏 = 𝐫𝐞𝐬𝐭𝐞 𝐝𝐞 𝐥𝐚 𝐝𝐢𝐯𝐢𝐬𝐢𝐨𝐧 𝐞𝐮𝐜𝐥𝐢𝐝𝐢𝐞𝐧𝐧𝐞 𝐝𝐞 𝒏 𝐩𝐚𝐫 𝟑  

Exercice 2 : Calculer les sommes suivantes : (on pourra s’aider d’une série entière) 

𝟏) ∑
𝒏𝟐

𝝅𝒏
 

+∞

𝒏=𝟎

           𝟐) ∑
𝟏

𝟐𝒏 (𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)
 

+∞

𝒏=𝟎

  

 

Correction : 

Exercice 1 : 

1) Pour, le rayon, on applique la règle de D’Alembert : 

Posons : 

𝑎𝑛 = (−1)1+2+⋯+𝑛 

alors 

lim
𝑛→+∞

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| = 1 

Donc : 

𝑅 =
1

1
= 1 

L’analyse des premiers termes de la suite 𝑎𝑛 suggère qu’elle est périodique de période 4. En effet : 

𝑎1 = (−1)1 = −1 

𝑎2 = (−1)1+2 = −1 

𝑎3 = (−1)1+2+3 = 1 

𝑎4 = (−1)1+2+3+4 = 1 

𝑎4 = (−1)1+2+3+4 = −1, 𝑒𝑡𝑐 

Vérifions le, en effectuant la division  euclidienne d’un entier 𝑛 par 4 : 

𝑛 = 4 𝑞 + 𝑟, 0 ≤ 𝑟 ≤ 3 

1 + 2 + ⋯ + 𝑛 =
𝑛 (𝑛 + 1)

2
=

(4 𝑞 + 𝑟) (4 𝑞 + 𝑟 + 1)

2
= 2 𝑞 (4 𝑞 + 𝑟 + 1) + 2 𝑞 𝑟 +

𝑟 (𝑟 + 1)

2
   

𝑎𝑛 = (−1)
𝑟 (𝑟+1)

2  

Donc : 



𝑎4 𝑞 = 1 

𝑎4 𝑞+1 = −1 

𝑎4 𝑞+2 = −1 

𝑎4 𝑞+3 = 1 

Et on peut effectuer la somme en groupant les termes par termes consécutifs  : 

∑ 𝑎𝑛 𝑥𝑛

+∞

𝑛=1

= ∑ 𝑎4𝑞 𝑥4 𝑞 +

+∞

𝑞=1

∑(𝑎4𝑞+1 𝑥4 𝑞+1 + 𝑎4𝑞+2 𝑥4 𝑞+2 + 𝑎4𝑞+3 𝑥4 𝑞+3)

+∞

𝑞=0

 

= ∑  𝑥4 𝑞 +

+∞

𝑞=1

∑(− 𝑥4 𝑞+1 − 𝑥4 𝑞+2 + 𝑥4 𝑞+3)

+∞

𝑞=0

 

= −1 + ∑(𝑥4 𝑞 − 𝑥4 𝑞+1 − 𝑥4 𝑞+2 +  𝑥4 𝑞+3)

+∞

𝑞=0

 

= −1 + ∑ 𝑥4 𝑞 (1 −  𝑥 − 𝑥2 +  𝑥3)

+∞

𝑞=0

= −1 + (1 −  𝑥 − 𝑥2 +  𝑥3) ∑(𝑥4)𝑞 

+∞

𝑞=0

 

= −1 + (1 −  𝑥 −  𝑥2 + 𝑥3) 
1

1 − 𝑥4
=

𝑥4 − 1 + 1 −  𝑥 − 𝑥2 +  𝑥3

1 − 𝑥4
 

=
𝑥4 − 𝑥2 +  𝑥3 − 𝑥

(1 − 𝑥2) (1 + 𝑥2)
==

𝑥2 (𝑥2 − 1) +  𝑥 (𝑥2 − 1)

(1 − 𝑥2) (1 + 𝑥2)
 

= −
𝑥2 +  𝑥

1 − 𝑥2
  

2) Posons là encore : 

𝑎𝑛 =
𝑛2

𝑛!
 

Alors : 

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| =

(𝑛 + 1)2

(𝑛 + 1)!
 
𝑛!

𝑛2
~

1

𝑛
 

Donc : 

lim
𝑛→+∞

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| = 0+ 

Et la série ∑ 𝑎𝑛 𝑥𝑛+∞
𝑛=1  a pour rayon : 

𝑅 =
1

0+
= +∞ 

Il en va donc de même pour la série ∑ 𝑎𝑛 𝑥2 𝑛+∞
𝑛=1  

Calcul de la somme : 



∑ 𝑎𝑛 𝑥2 𝑛

+∞

𝑛=1

= ∑
𝑛

(𝑛 − 1) !
 (𝑥2)𝑛

+∞

𝑛=1

= ∑
𝑛 − 1 + 1

(𝑛 − 1) !
 (𝑥2)𝑛

+∞

𝑛=1

 

= ∑
𝑛 − 1

(𝑛 − 1) !
 (𝑥2)𝑛

+∞

𝑛=1

+ ∑
1

(𝑛 − 1) !
 (𝑥2)𝑛

+∞

𝑛=1

 

= 𝑥4 ∑
1

(𝑛 − 2) !
 (𝑥2)𝑛−2

+∞

𝑛=2

+ 𝑥2 ∑
1

(𝑛 − 1) !
 (𝑥2)𝑛−1

+∞

𝑛=1

 

= 𝑥4 ∑
1

𝑛!
 (𝑥2)𝑛

+∞

𝑛=0

+ 𝑥2 ∑
1

 𝑛!
 (𝑥2)𝑛

+∞

𝑛=0

 

= (𝑥4 + 𝑥2) 𝑒𝑥2
 

3) La règle de D’alembert ne s’applique pas car en posant : 

𝑎𝑛 =
7(−1)𝑛+1

𝑛
 

On a : 

lim
𝑛→+∞

|
𝑎2 𝑛+1

𝑎2 𝑛
| = 49 

lim
𝑛→+∞

|
𝑎2 𝑛+2

𝑎2 𝑛+1
| =

1

49
 

Donc la suite |
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| n’a pas de limite. En revanche : 

Si |𝑥| > 1 : 

lim
𝑛→+∞

|
7(−1)2 𝑛 +1

2 𝑛
𝑥2 𝑛| = lim

𝑛→+∞

|𝑥|2 𝑛

14 𝑛
= +∞ 

La série diverge trivialement. 

Si |𝑥| < 1 : 

|
7(−1)𝑛 +1

𝑛
𝑥𝑛| ≤

7 |𝑥|𝑛

𝑛
≤ 7 |𝑥|𝑛 

La série est alors par comparaison absolument convergente. 

On en déduit :  

𝑅 = 1 

Calcul de la somme : 

∑ 𝑎𝑛 𝑥𝑛

+∞

𝑛=1

= ∑
7(−1)2 𝑞 +1

2 𝑞
 𝑥2 𝑞

+∞

𝑞=1

+ ∑
7(−1)2 𝑞 +2

2 𝑞 + 1
 𝑥2 𝑞+1

+∞

𝑞=0

 



=
1

14
∑  

(𝑥2)𝑞

𝑞

+∞

𝑞=1

+ 7 ∑
𝑥2 𝑞+1

2 𝑞 + 1
 

+∞

𝑞=0

 

= −
1

14
 𝐿𝑛(1 − 𝑥2) +

7

2
 𝐿𝑛 (

1 + 𝑥

1 − 𝑥
) 

4) Comme précédemment : 

Si |𝑥| > 1 : la série diverge trivialement 

Si |𝑥| < 1 : 

|𝑎𝑛 𝑥𝑛| ≤ 2 |𝑥|𝑛 

La série est alors par comparaison absolument convergente. 

On en déduit :  

𝑅 = 1 

Calcul de la somme : 

∑ 𝑎𝑛 𝑥𝑛

+∞

𝑛=0

= ∑(0 𝑥3 𝑞 + 1 𝑥3 𝑞+1 + 2 𝑥3 𝑞+2 )

+∞

𝑞=0

 

= ∑ 𝑥3 𝑞 (𝑥 + 2 𝑥2 )

+∞

𝑞=0

= (𝑥 + 2 𝑥2 ) ∑(𝑥3)𝑞

+∞

𝑞=0

=
𝑥 + 2 𝑥2

1 − 𝑥3
 

 

Exercice 2 : 

1) Introduisons la série : 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑛2 𝑥𝑛

+∞

𝑛=0

 

De rayon de convergence égal à 1 et calculons sa somme : 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑛 (𝑛 − 1 + 1) 𝑥𝑛

+∞

𝑛=1

) = ∑ 𝑛 (𝑛 − 1) 𝑥𝑛

+∞

𝑛=1

+ ∑ 𝑛  𝑥𝑛

+∞

𝑛=1

 

= 𝑥2 ∑ 𝑛 (𝑛 − 1)𝑥𝑛−2

+∞

𝑛=2

+ 𝑥 ∑ 𝑛  𝑥𝑛−1

+∞

𝑛=1

 

= 𝑥2  (∑ 𝑥𝑛

+∞

𝑛=0

)

′′

+ 𝑥 (∑ 𝑥𝑛

+∞

𝑛=0

)

′

 

= 𝑥2  (
1

1 − 𝑥
)

′′

+ 𝑥 (
1

1 − 𝑥
)

′

 

= 𝑥2  
2

(1 − 𝑥)3
+ 𝑥 

1

(1 − 𝑥)2
 



=  
2 𝑥2 + 𝑥  (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)3
=

𝑥2 + 𝑥

(1 − 𝑥)3
 

La somme cherchée est alors : 

𝑓 (
1

𝜋
) =

1
𝜋2 +

1
𝜋

(1 −
1
𝜋

)
3 =

𝜋 (1 + 𝜋)

(𝜋 − 1)3
 

2) Introduisons la série : 

𝑓(𝑥) = ∑
1

(𝑛 + 1) (𝑛 + 2)
 𝑥𝑛

+∞

𝑛=0

 

De rayon de convergence égal à 1 et calculons sa somme pour 𝑥 ≠ 0 ∶  

𝑓(𝑥) = ∑ (
1

𝑛 + 1
−

1

𝑛 + 2
) 𝑥𝑛

+∞

𝑛=0

= ∑
1

𝑛 + 1
 𝑥𝑛

+∞

𝑛=0

− ∑
1

𝑛 + 2
 𝑥𝑛

+∞

𝑛=0

 

=
1

𝑥
∑

1

𝑛 + 1
 𝑥𝑛+1

+∞

𝑛=0

−
1

𝑥2
∑

1

𝑛 + 2
 𝑥𝑛+2

+∞

𝑛=0

 

=
1

𝑥
∑

1

𝑛
 𝑥𝑛

+∞

𝑛=1

−
1

𝑥2
∑

1

𝑛
 𝑥𝑛

+∞

𝑛=2

 

= −
1

𝑥
 𝐿𝑛(1 − 𝑥) −

1

𝑥2
(−𝐿𝑛(1 − 𝑥) − 𝑥) 

=
(1 − 𝑥) 𝐿𝑛(1 − 𝑥) + 𝑥

𝑥2
 

La somme cherchée est alors : 

𝑓 (
1

2
) =

1
2  𝐿𝑛 (

1
2) +

1
2

1
4

= 2 − 2 𝐿𝑛(2) 

 

 


