Enoncé :

Déterminer le rayon de convergence ainsi que la somme de la série sur un intervalle maximal dans
chacun des cas suivants :

n 3n n
a)Zeos(n@) xn, b)Zcos(nH) %' C)Z(;n)!’ d)z 2:+1

Réponse :
a)Ona:

[cos(n 8) x™| < |x|™
Doncsi |x| < 1 la série converge et donc R > 1.

Montrons que la série diverge en 1 en supposant par 'absurde que la suite de terme général cos(n 0)
tende vers 0. Alors

1°cas:sin(0) =0 soit@ =km,k €Z
alors cos(n @) = (—=1)"* donc la suite de terme général cos(n 0) ne tend pas vers 0.
2¢me cas:sin( @) # 0
Alors
cos((n +1 )9) = cos(n 0) cos(08) — sin(n ) sin( )

La suite cos((n +1 )9) extraite de la suite cos(n 8) tendrait donc vers 0 et par conséquent,
la suite sin(n ) tendrait vers 0. Or on a également :

cos?(n ) +sin*(nf) =1
Par passage a la limite, on aurait ainsi :
0+0=1
Ce qui est absurde.

La série Y. cos(n 6) r™ ne converge donc pas pour r = 1, car son terme général ne tend pas
vers 0. On en déduit :

R<1
Donc:
R=1

L'intervalle maximal de convergence de la série est donc ]—1,1[. Voyons la somme sur cet intervalle.



—Re< 1 —xcos(0) +ixsin(0) )_ 1—xcos(0)
(1—xcos( 6))2 + (x sin( 6))2 x2—2xcos(60)+1

b) on rappelle que les séries Y. a,, x™ et Y n a, x"~! ont méme rayon de convergence. Donc la série
étudiée a méme rayon que la série :

cos(n@) . B 1
ZnTx” =Zcos(n6) x" 1 = ;Zcos(n@) x™ (pour x # 0)
laquelle a pour rayon 1.

Notons S(x) la somme de la série étudiée. Alors, sur |—1,1][ : :

+ 00

S'(x) = Z cos(n @) x™1

n=1

Donc, pourx # 0 :

S'(x) = %Z cos(n@) x™ = %(Z cos(n@) x™ — 1>

n=1 n=0

1 1—xcos(0) 1 _1(1-xcos(8) —(x*—2xcos(6) +1)
_;<x2—2xcos(9)+1_ >_;< x?—2xcos(0)+1 )
cos(8) —x _ x —cos(0)
x? —2xcos(6) +1 (x — cos( 9))2 + (sin( 9))2

On note que cette formule reste valable en 0. On en déduit :

x x t—cos(0)
S(x)=S0)=| S’ dt=— d
) © .];) (®) -];) (t — cos( 0))2 + (sin( 9))2 t

Posons, par changement de variable :
u = (t — cos( 9))2 + (sin( 9))2
du =2 (t — cos( 9)) dt

Alors :

S(x)=—-=

(x- cos(B)) +(szn(6)) 1
)

— du = —1 Ln ((x — cos( 9)) + (sin(6)) )

Resterait a étudier la convergence pourx = 1l etx = —1.

c)On apourtoutx € R*:

3(n+1)
(3 (n+ 1)) |x|3
x3n (3n+3)(3n+2)(3n)

(3n)!



qui tend vers 0 a x fixé, n tendant vers l'infini. D’apres la regle de D’alembert, la série converge.

rayon de convergence est donc infini.

Posons :

e x3n
S(x) = Z
) (Gn) !
n=1
Alors S est deux fois dérivable sur R et :
e x3n-1
S'(x) = Z S
) Gn-1)!
n=1
o x3 n—2
SII — 2
) (Bn-2)!
n=1

Donc, par somme :

S"(x) +S'(x) + S(x) = Z ’:l—:l — %
n=1

Le

S est donc l'unique solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 avec les conditions

initiales :
S0) =1, S§'0)=0
L’équation caractéristique est :
r’+r+1=0
de solutions complexes :

._1+.\/§ L, 1 3
J=m3 Tt I ETTES

La solution générale de I'équation homogéne associée est donc :

1, V3 (V3
e 2 Acos|— x|+ Bsin{— x
2 2
Une solution particuliére de I'équation compléete est :

1

On en déduit :
1 1 V3 V3
S(x)=§ex+e 2% Acos<7 x>+Bsin<7 x>

Soit :



%ex+e_%x —% Acos<§x>+Bsin<§x> —Aﬁsin(ﬁx>+B§cos<ﬁx>

Les conditions initiales conduisent au systeme :

A+=-=1 2
3 o A:§
V3 11
B——--A+-=0 ‘B =0
2 2473

D’ou :

1 2 V3 1
Sx) = §ex +§ 005(7 x> e 2%

d) La régle de D’alembert montre que le rayon de convergence est 1 mais la série converge également
en (—1) car elle est alternée a terme général tendant en valeur absolue vers 0 en décroissant. En
revanche elle diverge en 1 (par équivalent). Notons S(x) la somme.

Rappelons que pourt € |—1,1[ :

+ 00

(_1)71—1 tn
In1+¢t) = Z -
n
n=1
+00 tn
In(1—t)=— ) —
n(l-t) -
n=1
Donc par différence :
i p2n+1
Ln(1+t)—Ln(1-t =ZZ
n(1+0-Ln(1-0) 2n+1
n=0
Soit :
— 2nt 1 (1+t)
2n+1 2 ™M\1-¢
n=0

Pour x € ]0,1[ posons x = t2 soit t = +/x alors :

< 2n 1 = g2n+l 1 1+t 1 1+ +Vx

S(x)=z =— =—Ln< )= In
02n+1 t 02n+1 2t 1-t/ 2+/x 1—+x
n=

n=

Et pour x € [—1,0[ posons —x = t2 soit t = v/—x alors :

+o0 +00
(_1)n tZ n 1 (_1)11 tZ n+1 1
S = —_— = —_—— =— At t) =— At V=
) 2n+1 ¢ ant1 ¢ A== an(y'=x)

n=0 n=0

On vérifie au passage comme attendu car S est continue sur |—1,1[ que :



1
= Atan(v—x) =S(0) = 1



