Enoncé 1

Déterminer les fonctions f de R? dans R vérifiant :

of of )
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On conseille le changement de variable :

{vuzzxx+yy

Solution :

Notons d’abord :

{vu=:xx+yy

© xetyracinesdeP(X) = X?—vX+u
Or le discriminant de P(X) est :

A=v?—4u
Une condition pour que P(X) ait deux racines réelles distinctes est :

v2—4u>0

Sous cette condition, le systéme en (x, y) précédent aura une solution unique si on lui adjoint
la condition x > y ou bienx <y

Ainsi, par exemple avec la premiére condition :

( v2—4u>0

u=xy v+Vri—4u
vV=x+ye X = 2
x>y k v—vVvi—4u
y=
2

Notons :
Dy ={(x,y) ER* : x >y}
D, = {(x,y) ER*: x > y}
Dy ={(x,y) eR? : x =y}
Ay ={(w,v) ER?: v2 —4u >0}
Considérons la fonction ¢ de D; dans A; définie par:

ox,y)=xy,x+y)=wv)



Alors ¢ définit une bijection de D; dans A; d’ application réciproque définie par :

1 v+VvZ—4u v—Vvi—-4u
(wv) = >

, 5 ) =(xy)

On peut alors définir sur A, pour toute fonction f admettant en tout point de D;des
dérivées partielles par rapport a chacune de ses variables la fonction :

9w ) = flo7 W) = f(x,¥)

@~1 étant différentiable sur A; (car a dérivées partielles continues) g admet des dérivées
partielles par rapport a chacune de ses variables en tout point de A;. On a alors sur D; :

fGy) =g(exy) = guv)

Et ainsi par dérivée de la composée :
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Lan=-Lan+rLan s
Soit :
of

d dg
—(6Y) =y 2 (W) + o (@)

f a a
(x ) =xo (u v)+—(u V)

Ainsi f est solution de I’équation différentielle (1) sur D; si et seulement si g est solution de
I’équation différentielle :

dg
-0 5w +3x-y)guv) =0



soit :

ag
%(ulv) - 3 g(ulv)

Or la solution générale d’une telle équation est :
gwv) =C() e
Ou C est une fonction quelconque dérivable sur R
La solution générale de I'équation (1) sur D; s’en déduit :
fy)=Clx+y)e’™”

En faisant un travail analogue sur D, la solution générale sur ce domaine de (1) est de la
méme forme :

flo,y) = Co(x +y)e3*¥

Or C et C, étant continues sur R, nous aurons pour tout réel a :

lim f(xy)=C(2a)e3®
(x,y)-(a,a)
(x,y)ED,
lim f(xy) =C,(2a)e3®
(x,y)—(a,a)

(x,y)ED,

Ainsi, pour toute solution f de (1) sur R? nous aurons nécessairement par
continuité C(2 a) = C,(2 a) d’ol C = C,. Toute solution sur R? sera donc nécessairement
de la forme :

fl,y) =Clx+y)e*”

Réciproquement, toute solution de cette forme convient car elle vérifie I’équation (1) sur D;
et D, mais également sur D3 sur lequel on vérifie aisément :

of

a(x,x) —%(x,x) +3(x—x)f(x,x)=0




