Polyn6me trigonométrique

Enoncé
.« g s N
On considére pour 0 € ]O’E[ I’expression :

sin(4no)

P(6) = sin(0) cos(0)

1) Développer P(60) sous la forme d’un polyndme en cos?(0)
2) En déduire pourtoutn € N* :

2n-1

) kn n
[ [ cos*(3) =70

k=1

Corrigé :
1) Introduisons une expression complexe dont P(@) est la partie imaginaire :

ei4-n9 1

Qo) = sin(0) cos(8) _ sin(0) cos(6)

(605(9) +1i sin(9))4n =

1 4n 4n—k
- k(g ‘K i K 2]
sin(@) cos(6) kz_o( k ) cos (6) i sin®(0)
Prenons la partie imaginaire en ne retenant dans la somme que les termes d’indice k
impair, c’est-a-dire de laforme k =2 q + 1 avec:
0<2g+1<4n

Soit :
0<g<2n-1
Il vient :
PO~ o @ Z (47 ) cos*r-2071(0) 20+ sin?o+36)
2n-1
Z (2 q+ 1) cos*n24-2(9) (—1)4 (Sinz(e))q
q=0
Z (304 1) (cos2@)"" ™ (=17 (1 = cos?(®))"
q=0

= Zil (2 3:1_ 1) (cosz(ﬁ))zn_l_q (cos?(9) — 1)1

q=0



Introduisons alors le polynéme a coefficients réels :
2n-1

R(X) = z (2 3_7: 1) x2n-1-a (x — 1)4

q=0
Ce polyndme est de degré 2n — 1 et a pour coefficients dominant et de plus bas

degré :
2n-1

_ 4n — 94n-1
Ton-1= z <2q+1> =2

q=0
4n

ro = (=1)?"1 (4n— 1) =—4n=

Et de plus, sur ]0,%[ : P(6) = R(cos?(9))
Or,pourk €[1,2n—1]:

= =
=

e cost(52)) -0

Donc, les 2 n — 1 valeurs 1, = cos? (:—:) pour k € [1,2n — 1] forment les2n —1

donc

D’ou:

racines distinctes de R(X). Ainsi :

2n-1
RO =7 | | (X=20
k=1
Et :
2n—-1
(12" Ty 1_[ X—A) =19
k=1
D’ou:

km T 4n n
2 _ _ o _ —_
l_[ €os (ﬂ)_ 1_[ X =A== = 51 = Zan3



