
Polynôme trigonométrique 

 

Enoncé 

On considère pour 𝜽 ∈ ]𝟎,
𝝅

𝟐
[  l’expression : 

𝑷(𝜽) =
𝒔𝒊𝒏(𝟒 𝒏 𝜽)

𝒔𝒊𝒏(𝜽) 𝒄𝒐𝒔(𝜽)
 

1) Développer 𝑷(𝜽) sous la forme d’un polynôme en 𝒄𝒐𝒔𝟐(𝜽) 

2) En déduire pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗  : 

∏  𝒄𝒐𝒔𝟐 (
𝒌 𝝅

𝟒 𝒏
)

𝟐 𝒏−𝟏

𝒌=𝟏

=
𝒏

𝟐𝟒 𝒏−𝟑
 

 

Corrigé : 

1) Introduisons une expression complexe dont 𝑃(𝜃) est la partie imaginaire : 

 

𝑄(𝜃) =  
𝑒𝑖 4 𝑛 𝜃

𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜃)
=

1

𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜃)
 (𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛(𝜃))

4 𝑛
= 

1

𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜃)
 ∑ (

4 𝑛
𝑘

) 𝑐𝑜𝑠4 𝑛−𝑘(𝜃) 𝑖𝑘 𝑠𝑖𝑛𝑘(𝜃) 

4 𝑛

𝑘=0

 

Prenons la partie imaginaire en ne retenant dans la somme que les termes d’indice 𝑘 

impair, c’est-à-dire de la forme  𝑘 = 2 𝑞 + 1 avec : 

0 ≤ 2 𝑞 + 1 ≤ 4 𝑛 

Soit : 

0 ≤ 𝑞 ≤ 2 𝑛 − 1 

Il vient : 

𝑃(𝜃) =
1

𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜃)
 ∑ (

4 𝑛
2 𝑞 + 1

) 𝑐𝑜𝑠4 𝑛−2 𝑞−1(𝜃) 𝑖2 𝑞+1 𝑠𝑖𝑛2 𝑞+1(𝜃) 

2 𝑛−1

𝑞=0

 

= ∑ (
4 𝑛

2 𝑞 + 1
) 𝑐𝑜𝑠4 𝑛−2 𝑞−2(𝜃) (−1)𝑞 (𝑠𝑖𝑛2(𝜃))

𝑞
 

2 𝑛−1

𝑞=0

 

= ∑ (
4 𝑛

2 𝑞 + 1
) (𝑐𝑜𝑠2(𝜃))

2 𝑛−1−𝑞
 (−1)𝑞 (1 − 𝑐𝑜𝑠2(𝜃))

𝑞
 

2 𝑛−1

𝑞=0

 

= ∑ (
4 𝑛

2 𝑞 + 1
) (𝑐𝑜𝑠2(𝜃))

2 𝑛−1−𝑞
(𝑐𝑜𝑠2(𝜃) − 1)𝑞 

2 𝑛−1

𝑞=0

 



 

Introduisons alors le polynôme à coefficients réels : 

𝑅(𝑋) = ∑ (
4 𝑛

2 𝑞 + 1
) 𝑋2 𝑛−1−𝑞 (𝑋 − 1)𝑞 

2 𝑛−1

𝑞=0

 

Ce polynôme est de degré 2 𝑛 − 1 et a pour coefficients dominant et de plus bas 

degré : 

𝑟2𝑛−1 = ∑ (
4 𝑛

2 𝑞 + 1
)  

2 𝑛−1

𝑞=0

= 24 𝑛−1 

𝑟0 = (−1)2 𝑛−1  (
4 𝑛

4 𝑛 − 1
) = −4 𝑛 = 

 

Et de plus, sur ]0,
𝜋

2
[ :  𝑃(𝜃) = 𝑅(𝑐𝑜𝑠2(𝜃)) 

Or, pour 𝑘 ∈ ⟦1,2 𝑛 − 1⟧ ∶  

𝑠𝑖𝑛 (4 𝑛
𝑘 𝜋

4 𝑛
) = 𝑠𝑖𝑛(𝑘 𝜋) = 0 

donc 

𝑃 (
𝑘 𝜋

4 𝑛
) = 0 

D’où : 

𝑅 (𝑐𝑜𝑠2 (
𝑘 𝜋

4 𝑛
)) = 0 

Donc, les 2 𝑛 − 1 valeurs 𝜆𝑘 = 𝑐𝑜𝑠2 (
𝑘 𝜋

4 𝑛
) pour 𝑘 ∈ ⟦1,2 𝑛 − 1⟧ forment les 2 𝑛 − 1  

racines distinctes de  𝑅(𝑋). Ainsi : 

𝑅(𝑋) = 𝑟2𝑛−1 ∏  (𝑋 − 𝜆𝑘)

2 𝑛−1

𝑘=1

 

Et : 

(−1)2 𝑛−1 𝑟2𝑛−1  ∏  (𝑋 − 𝜆𝑘)

2 𝑛−1

𝑘=1

= 𝑟0 

 

D’où : 

∏  𝑐𝑜𝑠2 (
𝑘 𝜋

4 𝑛
)

2 𝑛−1

𝑘=1

= ∏  (𝑋 − 𝜆𝑘)

2 𝑛−1

𝑘=1

= −
 𝑟0

 𝑟2𝑛−1
=

4 𝑛

24 𝑛−1
=

𝑛

24 𝑛−3
 


