Polynémes interpolateurs

Enoncé :
Soit R,[X] = Vect[1, X, X?] 'espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal a 2.

1) Montrer que la famille [X(X — 1), X(X + 1), (X — 1)(X + 1)] est une base de R,[X]
2) Déterminer les coordonnées du polynéme X? + X + 1 dans cette base

On se place ensuite dans R3[X] = Vect[1, X, X2, X3] et on considére quatre réels distincts
a<b<c<d

3) Montrerquelafamile[X —a)(X —-b)X —c),X—-a) X -b)X —-d),(X—a)(X —
)X —d),(X —b)(X — c)(X — d)] est une base de R3[X]

4) Déterminer les coordonnées d’un polyndme quelconque P(X) dans cette base

5) Application : Déterminer le polyndme de degré 3 dont la courbe représentative passe
par les points A(—1,1),B(0,—1),C(1,2),D(3,0)

6) Tracer la courbe en repére orthonormé (on fera apparaitre le centre de symétrie
apres en avoir calculé les coordonnées)

On se place finalement dans R, [X] = Vect[1, X, X?, ..., X™] et on considére n + 1 réels
distinctsay < a, < --- < a,

7) Proposer une généralisation de ce qui précéde en déterminant une nouvelle base
ainsi que les coordonnées d’un polyndme quelconque dans cette base.

Solution :
1) Partons d’une combinaison linéaire nulle :
aXX-D+BXX+D+yX-1DX+1)=0
Alors, pour tout réel x :

ax(x—1D+Bx(x+D)+yx—-—Dx+1)=0

En particulier, pour x = 0,x = 1,x = —1 cela donne:
2 =0
2a=0

Donc:



a==y=0
La famille est donc libre et donc une base de R,[X]

2) Posons:
PX)=aXX-1D+XX+D+yX-1DX+1)

Alors, pour tout réel x :
Px)=ax(x—1D+Bx(x+1D)+y(x—-1D(x+1)

En particulier, pour x = 0,x = 1,x = —1 cela donne:
P0) —vy
P(1)=2p
P(-1)=2a
Ainsi :

P(-1) P(1)
P(X) = XX -D+—> XX +1)-PO0) X - DX +1)

Appliquonscelaa P(X) = X2+ X + 1

X2+X+1=%X(X—1)+;X(X+1)— X-1DX+1)

3) Partons d’une combinaison linéaire nulle :
aX-—-aX-bHX-o)+pX-a)X-bHX-dD+yX—-—a)X—-c)X—-4d)
+5X-b)X-c)X—d)=0

Alors, pour tout réel x :
alx—a)x—-b)x—-c)+Bx—a)x—b)x—-d)+yx—-—a)x—c)(x—d)
+6(x—-b)(x—c)(x—d)=0

En particulier, pour x = a,x = b,x = ¢,x = d cela donne:

d(a—b)la—c)(a—d)=0
yb—-a)b—c)(b—-d)=0
Bc—a)(c—b)(c—d)=0
a(d—a)d—-b)(d—-¢c)=0

Donc:
a:ﬁ:y:6:0

La famille est donc libre et donc une base de R;[X]



4) En procédant comme au 2) on obtient :

K- -DE -0 X — )X —b)(X — d)
PR =P = o@—na-0 79 oo -ne-a
X — )X — )X - d) X~ )X - O — d)
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5) On applique la formule ci-dessus avec :
a=-1,b=0,c=1,d=3
P(a) =1,P(b) =—-1,P(c) =2,P(d) =0

L (X+DX(X-3) (XHDE-DE-3) X(X-1DX-3)
PR =2 = T IxCDx=3 | CDEDHD

= —% (X2+X)(X—3)—% (X2—1)(X—3)—%(X2—X)(X—3)

= 1X3+X2+3X 1X3+X2+1X 1 1X3+ X2 3X
2 2 3 3 8 2 8

= 1X3+X2+3X 1X3+X2+1X 1 1X3+1X2 3X
2 2 3 3 8 2 8

= 23X3+5X2+35X 1
24 2 24

On vérifie au passage que I'on a bien
P(-1)=1,P(0)=-1,P(1)=2,P(3) =0

6) Lacourbe a une équation de la forme :

y=aX3+bX*+ X—-1

Avec :

_.B 5 3
T T T T

Le centre de symétrie (2 a pour coordonnées :
(¢=-550=r@)
Soit :
1 5 ( 24) 20
X|——=)==—
23 23



Pour le calcul de 8 notons que :

Ainsi :

P(ZO)_ZO(ZO( 23x20+5)+35) L
23)  23\23 24 23 2 24

_20(20( 5+5)+35) L
~23\23\ 6 2/ 24
—20(20x5+35>
~23\23 73 24
20 /100 35 20 4815 5 4815
—(—+—)—1=—>< C1=x _
23\69 24 23769 x 24 237 69%x6

24075 14553

= 9522 ' T 9522

D’ou:

(20 14553)
23’ 9522

6 ) Voici I'allure de la courbe :




7) La généralisation est que la famille suivante est une base de R, [X]

Et tout polyndme de R,,[X] se décompose ainsi dans cette base :

n

PX)=Y (p(ai) Mool aj))

= j=0,j¢i(ai - @)




