
 

Enoncé : 

Démontrer que pour tout 𝑷 ∈ ℂ𝒏[𝑿] il existe un unique polynôme 𝑸 ∈ ℂ𝒏[𝑿] tel que : 

𝑷 = ∑
𝑸(𝒌)

𝒌!

𝒏

𝒌=𝟎

 

Déterminer le polynôme 𝑸 pour 𝑷 = 𝟏 + 𝑿 + 𝑿𝟐 de ℂ𝟐[𝑿] 

 

Réponse : 

Préliminaire : 

𝑋𝑖
(0)
= 𝑋𝑖 

𝑋𝑖
(1)
= 𝑖 𝑋𝑖−1 

𝑋𝑖
(2)
= 𝑖 (𝑖 − 1) 𝑋𝑖−2 

⋮ 

𝑋𝑖
(𝑘)
= 𝑖 (𝑖 − 1)… . (𝑖 − (𝑘 − 1)) 𝑋𝑖−𝑘 

⋮ 

𝑋𝑖
(𝑖)
= 𝑖 (𝑖 − 1)… .1 = 𝑖! 

Donc : 

∀ 𝑖 ∈ ℕ, ∀ 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑖⟧ ∶  𝑋𝑖
(𝑘)
=

𝑖!

(𝑖 − 𝑘)!
 𝑋𝑖−𝑘 

Posons : 

𝑃 =∑𝑝𝑖  𝑋
𝑖

𝑛

𝑖=0

, 𝑄 =∑𝑞𝑖 𝑋
𝑖

𝑛

𝑖=0

 

Alors : 

∑
𝑄(𝑘)

𝑘!

𝑛

𝑘=0

=∑
1

𝑘!

𝑛

𝑘=0

∑𝑞𝑖 𝑋
𝑖(𝑘)

𝑛

𝑖=0

=∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=0

∑
1

𝑘!
  𝑋𝑖

(𝑘)
𝑛

𝑘=0

=∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=0

∑
𝑖!

𝑘! (𝑖 − 𝑘)!
  𝑋𝑖−𝑘

𝑖

𝑘=0

 

=∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=0

∑
𝑖!

(𝑖 − 𝑘)!  𝑖!
  𝑋𝑖

𝑖

𝑘=0

=∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=0

∑(
𝑖
𝑘
)𝑋𝑖

𝑖

𝑘=0

 

Posons pour tout 𝑖 ∈ ℕ ∶ 

𝑃𝑖 =∑(
𝑖
𝑘
)𝑋𝑖

𝑖

𝑘=0

 



Alors : 

∑
𝑄(𝑘)

𝑘!

𝑛

𝑘=0

=∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=0

 𝑃𝑖  

La famille (𝑃𝑖)𝑖∈⟦0,𝑛⟧ est échelonnée, elle est donc libre et forme donc une base de ℂ𝑛[𝑋]. Tout 

polynôme de ℂ𝑛[𝑋] se décompose donc de manière unique sur cette base. 

Trouver le polynôme 𝑄 revient donc à résoudre le système : 

(

  
 

1 1
0 1

1 1
2 3

… 1
𝑛

⋮ 0
⋮

1 3
0 1

⋮

0
⋱ ⋱

0 1 )

  
 
 

(

  
 

𝑞0
𝑞1
⋮

𝑞𝑛)

  
 
=

(

  
 

𝑝0
𝑝1
⋮

𝑝𝑛)

  
 

 

Ainsi pour 𝑃 = 1 + 𝑋 + 𝑋2 + 𝑋3: 

(

1 1 1 1
0 1 2 3
0
0

0
0

1
0

3
1

) (

𝑞0
𝑞1
𝑞2
𝑞3

) = (

1
1
1
1

) 

⇔{

𝑞0 + 𝑞1 + 𝑞2 + 𝑞3 = 1
    𝑞1 + 2 𝑞2 + 3 𝑞3 = 1
                 𝑞2 + 3 𝑞3 = 1
                              𝑞3 = 1

 

⇔{

𝑞0 = 0
𝑞1 = 2
𝑞2 = −2
𝑞3 = 1

 

Donc : 

𝑄 = 2 𝑋 − 2 𝑋2 + 𝑋3 

𝑄(1) = 2 − 4 𝑋 + 3 𝑋2 

𝑄(2) = −4+ 6 𝑋 

𝑄(3) = 6 

On vérifie bien : 

𝑄(0)

0!
+
𝑄(1)

1!
+
𝑄(2)

2!
+
𝑄(3)

3!
= (2 𝑋 − 2 𝑋2 + 𝑋3) + (2 − 4 𝑋 + 3 𝑋2) + (−2 + 3 𝑋) + 1 

= 1 + 𝑋 + 𝑋2 + 𝑋3 

 

 

 

 


