





Correction
Partie |

1a)soitx € R\{-n:n € N}alorssix # 0 eten +oco pourn:

1 1 x x
n n+x nm+x) n?

Donc la série de fonction associée converge et F(x) est définie. En outre :

F(0)=0
Six = —m,m € N le terme de rang m de la série n’est pas défini donc F(x) n’est pas définie.
Ainsi :
Dr =R\{-n:n €N}
1b)
F(0)=0
+o00
F0 =3 (1) =
B n n+l1
n=1
+ 00 +oo
F@ =) (ia) = LG ) - () )= e
B 1n n+2 n n+1 n+1 n+2/) 2 2
n= n=1
2 a) Posons :
()=
fn n n+x

sur [a,b] c [0, oo :

b _
0 = || < < 21

- . b, - . -
La série de terme général = étant convergente, la série de fonctions de terme général f,,(x) est

donc normalement convergente et donc uniformément convergente sur [a, b]. Comme chaque
terme est une fonction continue sur [a, b], la limite uniforme F(x) est donc continue sur [a, b].

2 b) soit (x,y) € [0, +[? alors :

F(y)_F(x):Z<<%_niy)_(%_nix)>=n=1(n+3;)_(:i+y):

n=1

1
y_x);(n+x)(n+y)

Donc:



2

+o0 1 +o0 1
FO) = Fl = 0 =x) ) prmsmmes S6=2) ) o= v=0) ¢
n=1 n=1

3 a) les f,,(x) sont dérivables sur [0, +o[ et :

fla(x) = m

Donc sur [0, +oo[ :

1
a0l < =

La série de terme général f',,(x) converge donc normalement sur [0, +oo[. On peut donc dériver
F(x) sur [0, +oo[ terme aterme:

’ _+OO 1
F(’”—;m

On en déduit :

7'[2

F(0) =

7.[2

+00
1
F'(1) = 2 — _=—1
M n+1)? 6
n=1
3b)Onasur[0,+oo[: F'(x) = 0 doncF est croissante sur [0, +oo].

les f',, (x) sont dérivables sur [0, +oo[ et :

" _ 2
f n(x) - (n+x)3
Donc sur [0, +oo[ :
n 2
lf"n (] < 3

La série de terme général f"',,(x) converge donc normalement sur [0, +oo[. On peut donc dériver
F'(x) sur [0, 4+oo[ terme aterme:

+00
2
Fa) == ) =<0
2 (n+x)3
n=1
F est donc concave sur [0, +oo[

4) Supposons :

+ 00

1 1
3ME]0,+00[:VxE[O,+00[:Z(—— )SM
n n+x

n=1

Alors :



L1
vwen: Y (Ao )<u
n n+x

n=1

Et, en faisant tendre x vers +o0, a N fixé, on obtient par passage a la limite dans I'inégalité :

N
n=1

<M

S

Or:

N
) 1
lim — =+
N—-+oo n
n=1

Ceci apporte une contradiction. Donc F est donc croissante et non majorée sur [0, +oo[ donc :

lim F(x) =+

X—+00

5a)

y
100 [ () = (), = (2 - ()

1

On en déduit :

0= [ (b= ) = -in () = e

1

5b)onasur[n,n+1]:

(t)—l _ X
L Y G

qui est une fonction décroissante de t a x fixé, donc, sur [n,n + 1] :

Px(n+1) < () < ()

D’ou:
n+1 n+1 n+1
f o,(n+1) dt Sf @, (t) dt Sf @,(n) dt
n n n
Soit :
n+1
MCRRVES RN CY NG
n

Ensommantdela N € N*:

N N o n+1 N
wa(nﬂ) SZJ Py (t) dt Schx(n)
n=1 n=1"" n=1

Puis en faisant tendre N vers l'infini :



io TR RROTE Zm P (n)
n=1 n=1

F(x) — (1 - %) <1(x) < F(»)

Soit :
Fx)<Il(x)+1 —%S l(x)+1
Ainsi :
(X)) <Fx)<Il(x)+1
5¢)
Inx+1)<F(x)<In(x+1)+1
Et pourx > 1:
In(x + 1) < F(x) < Inx+1)+1
In(x) ~ Ln(x) In(x)
Oren +oo:
Ln(x + 1) _ Ln(x) In(x+1)+1 ~Ln(x) _
Ln(x) Ln(x) Ln(x) Ln(x)
Donc:
F(x)
R Ln(x) -
Ainsi :
F(x)~Ln(x)
Partie Il :

1 a) Soient g et h deux solutions de C;(a) et§ = g — h. Alors:

Vx €]0,4o[: 6(x+1)—6(x) = (g(x+1)—g(x))—(h(x+1)—h(x)) =%—%= 0
Donc:
S(x+1)=6(x)
Il en découle :
vVvneN': §(n+1)=48n)
La suite (6(n))neN* est donc la suite constante de valeur 6(1) = 0

1b) Soitx € ]0,1[ alors :

VvneN": x+n €nn+1|



Donc:

gm) <glx+n)<gn+1)
—h(n+1) < —h(x +n) < —h(n)

D'ou:
gmn)—h(n+1)<gx+n)—h(x+n)<gn+1)—hmn)
Soit :
h(n) —h(n+1) <gx+n)—h(x+n)<gn+1)—gh)
finalement :
1 <6(x+n)< =
n n
Or:

VneN: §(x+n+1)=8x+n)
La suite (5 (x + n))nEN est donc la suite constante de valeur §(x)

Ainsi, sur ]0,1] :

Donc:
6(x)=0
Orpour x €10,1] : §(x +n) = 6(x) = 0, donc pour tout n € N*:

pour x € In,n+1]: 6(x) =0

Or:
10,400 = | Jim,n+1]
nen
On en déduit :
Vx€]0,+oo[: §(x)=0
1 c) Posons :

1
fal®) = a ==+ F(x)
D’une part, f, est croissante sur |0, +oo[

D’autre part :

Vx€]0,+oof: fa(x+1)—fa(x)=%—ﬁ+F(x+1)—F(x)



1 1+§(1 1)_1 U S
Tx ox+1 1n+x n+x+1) x x+1 14+x «x
n=
Enfin :
fa)=a—-14+FQ)=a

fa est donc solution de C; (a), c’est donc I'unique solution.

2a)
i) Soit g solution de C, alors :

D’une part :
I I 1
Vx €]0,400f : g(x+1)—g(x)=;

D’autre part :

g' croissante sur ]0, +oo[
Donc g’ est solution de C; (a) ol = g'(1)
ii) On a d’une part :

9@2)—g(1)=Ln(1)=0

D’autre part :

2 1) = Yy dx = ’ ! dx = (2 d
9@ -9 = [ g@ar= | (e f4rw)i=a- [ ($-F00)a

On en déduit :

2 1 2
a=f1 (;—F(x))dx=—f1f0(x)dx

iii)Ona:
Vx €10, 40 g'(x) = a—%+F(x) =+ fy®)
Donc:
flxg’(t) dt = flx(a + fo(®) dt
96 - g =a -1+ [ oot
D’ou :

g =a@-1) +f fol®) dt
1

2 b) On considére sur |0, +oo] :



2 X
900 = —(x— 1) fl fox) dx + f fo(0) dt
1

Ona:

g est dérivable sur ]0, +oo[

g(1) =0
Vx €]0,+o0[: g'(x) = - flzfo(x) dx + fo(x),g"(x) = f',(x) = xiz +F(x) =0
g’ est donc croissante sur ]0, +oo[
vx €10 4ol g+ 1) —g'(0) =
Donc :
flx(g’(t +1) — g'()) dx = Ln(x)

Soit :

(gx+1) —g(®) - (9(2) — g(1) = Ln(x)

g(x+1) — g(x) = Ln(x)

g est donc solution de C,. C’est donc I'unique solution.

2 ¢) Soit x € ]0,+oo[ :

3 1 1+(1) x x2+(1)
X n 2n? On2 n 2n? 0n2

Six # 1alors:

n+1 x+ny x—x?
an( )—Ln( )~
n n 2 n?

et la série est absolument convergente

Six =1alors:

() - in(5) =0 5a)

et la série est absolument convergente



2 d) Posons pourx > 0 :

g(x) = —Ln(x) + i (x In (n :L' 1) Cin (x : n)>
n=1

Alors
g(1) =0
Vx €]0,+00[: glx+1)—g(x)=Ln (x j_ 1) + (Ln (n :1_ 1) —ILn (%))
n=1
X - n+1 n
:Ln(x+1)+;<Ln(x+n+1>_lm(x+n)>
1
=Ln(x)—Ln(x+1)—Ln (x n 1) = Ln(x)

Montrons que g est dérivable sur ]0, +oo[ en posant :

gn(x)=an<n:1>—Ln<x+n)

n

Les g, sont dérivables sur |0, +oo[ et :

g () = Ln (n + 1) B 1

n xX+n

Sur [a,b] € ]0, +oo] :

n+1 1 n+1 1
Ln( )— Sg’n(x)SLn( - )—

n a+n b+n

Posons :
_1 (n+1) 1 d =1 (n+1> 1
=BT a+n’ n =M T b+n

|g,n(x)| < suplcyl, |dy|

Or les séries de terme général ¢, et d,, sont absolument convergentes (par développement limité)

Donc la série de fonction de terme général g',,(x) converge normalement sur [a, b]. On peut donc
dériver g(x) terme a terme. Ainsi :

ro0=-1e3 (i) - 1)

Pour des raisons analogues (convergence normale), on peut a nouveau dériver sous le signe somme
et:

w=1+3 L
g =5z 1(x+n)2_
n=



g' est donc croissante sur ]0, +oo[

g est donc solution de C,. C’est donc I'unique solution.

3) Posons pour h > 0 dérivable : g; = Ln(h)

Vx>0:h(x+1)=xh(x)
h solutionde C; & h(1) =1
Ln o h convexe sur ]0, +oo[

Vx>0:Ln (h(x + 1)) = Ln(x) + Ln(h(x))
A Ln(h(1)) =0
Ln o h convexe sur ]0,4oo[

Vx>0: g(x+1)—g,(x) =Ln(x)
And 91(1) =0
g1 convexe sur |0, +oo[

© g, solution de C,

On en déduit I'unique solution de Cj :
h(x) = e9®
3 b) Pourtoutn € N* :
h(n+ 1) =nh(n)
donc par récurrence :

h(n)=(n-1'h(1) = (n-1)!

3¢)
(n+ 1)*n!
vn(x) = x(x+1)..(x+n)
Ln(v(x)) = x Ln(n + 1) + kZan(k) Ln(x) kZan(x + 1)
= —Ln(x) + zn: (x Ln(k + 1) — x Ln(k) — Ln (x Z k))
=
k+1 x+k
—-in+ Y (sin () - ()
Donc:
i in(v,(0) = 900

Do :

lim v,(x) = e9® = h(x)
n—-+oo



3d)

1 1
(1) (n+1zn! 2" (n+ 1)z n!
vn — | = =
2) 1/1 1 1x3x..x@2n+1)

1
C2X4X..x2nx 2" (n+1)Zn!
2n)! 2n+1)

1
_ 2" x 2™ (n+ 1)z n!
2n)! 2n+1)

3 (Tl !)2 x 22nt1 (Tl+ 1)% 3 22n+1 (Tl-l- 1)%
T 2n!'@2n+1 _(2”)(2n+1)
n

1
h( ) . 1 i 227l (n+1)2
—)= 11mm v,|=-)= 1llm
2 notoo (2) no+oo (21
( ; ) 2n+1)

On rappelle I'équivalent de Stirling :

n

n! ~(g) 2nn

D’ou on tire :
zn 2n
(2n)=(2n)!~(7) VZ’TZ”: 22n
" (n)? (E)z " 2mtn Vi \n
e
Ainsi :
1
221 (n+1)2 22" nynVn+1
NN 22n 2 p ~Vm
(n)( n+1)
Donc:



