
Enoncé : 

On considère l’application 𝒇 de 𝔼 =𝓜𝒏(ℝ) dans lui-même et définie par : 

𝒇(𝑿) = 𝑿 − 𝟐 𝒕𝒓(𝑿) 𝑨 

1) Montrer que 𝒇 est un endomorphisme  

2) Montrer que si 𝒕𝒓(𝑨) = 𝟏/𝟐 alors 𝑽𝒆𝒄𝒕(𝑨) ⊂ 𝑲𝒆𝒓(𝒇) 

3) Montrer que si 𝒕𝒓(𝑨) ≠ 𝟏/𝟐 alors 𝑲𝒆𝒓(𝒇) = {�⃗⃗� } 

4) En déduire :  𝒇 injective ⇔  𝒕𝒓(𝑨) ≠ 𝟏/𝟐 

5) Déterminer 𝑲𝒆𝒓(𝒇) lorsque 𝒕𝒓(𝑨) = 𝟏/𝟐 puis montrer que 𝒇 est la projection sur 

l’ensemble 𝕋 des matrices de trace nulle parallèlement à 𝑽𝒆𝒄𝒕(𝑨) 

6) Montrer que si 𝒕𝒓(𝑨) = 𝟏 alors 𝒇 est une symétrie dont on donnera les éléments 

caractéristiques 

7) Montrer que  𝒇 diagonalisable ⇔  𝒕𝒓(𝑨) ≠ 𝟎 

 

Correction 

1) Soit  (𝑋, 𝑌, 𝑘) ∈ 𝔼2 ×ℝ alors : 

𝑓(𝑋 + 𝑘 𝑌) = 𝑋 + 𝑘 𝑌 − 2 𝑡𝑟(𝑋 + 𝑘 𝑌) 𝐴 

= 𝑋 + 𝑘 𝑌 − 2 (𝑡𝑟(𝑋) + 𝑘 𝑡𝑟(𝑌)) 𝐴 

= 𝑋 − 2 𝑡𝑟(𝑋)𝐴 + 𝑘 (𝑌 − 2 𝑡𝑟(𝑌)𝐴) = 𝑓(𝑋) + 𝑘 𝑓(𝑌) 

2) Soit 𝑋 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴) alors : 

∃ 𝑘 ∈ ℝ ∶ 𝑋 = 𝑘 𝐴 

𝑓(𝑋) = 𝑓(𝑘 𝐴) = 𝑘 𝑓(𝐴) = 𝑘 (𝐴 − 2 𝑡𝑟(𝐴)𝐴) = 0 

Donc : 

𝑋 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓) 

 

3) Soit 𝑋 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓) alors : 

𝑋 = 2 𝑡𝑟(𝑋)𝐴 

Donc : 

𝑡𝑟(𝑋) = 2 𝑡𝑟(𝑋)𝑡𝑟(𝐴) 

Soit : 

𝑡𝑟(𝑋) (1 − 2 𝑡𝑟(𝐴)) = 0 

D’où : 



𝒕𝑟(𝑋) = 0 

Puis : 

𝑋 = 0 

Donc : 

𝐾𝑒𝑟(𝑓) = {0⃗ } 

4) On a : 

𝑓 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 ⇔  𝐾𝑒𝑟(𝑓) = {0⃗ } 

⇔ {
𝐾𝑒𝑟(𝑓) = {0⃗ }

𝑡𝑟(𝐴) ≠ 1/2
 ⇔  𝑡𝑟(𝐴) ≠ 1/2 

5) On note comme vu en 3) que 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ⊂ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴) donc d’après 1) 𝐾𝑒𝑟(𝑓) = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴) 

 

Posons : 

𝕋 = {𝑋 ∈ 𝔼 ∶ 𝑡𝑟(𝑋) = 0} 

Alors :  

𝑋 ∈ 𝕋 ∩ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴) ⇒ {
∃ 𝑘 ∈ ℝ ∶ 𝑋 = 𝑘 𝐴

 𝑇𝑟(𝑋) = 0
⇒  𝑘 𝑇𝑟(𝐴) = 0⇒ 𝑘 = 0 ⇒ 𝑋 = 0 

Donc : 

𝕋 ∩ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴) = {0⃗ } 

Posons 𝑋 = (𝑎𝑖𝑗) alors : 

𝑋 ∈ 𝕋
  
⇔ 𝑎11 + 𝑎22 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛 = 0 

Donc : 

𝕋 = 𝑉𝑒𝑐𝑡 [(𝐸𝑖𝑗)𝑖≠𝑗 ,
(𝐸𝑖𝑖 − 𝐸11)𝑖≠1 ] 

Soit : 

𝐷𝑖𝑚(𝕋) = 𝑛2 − 1 

Donc : 

𝐷𝑖𝑚(𝕋) + 𝐷𝑖𝑚(𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴)) = 𝑛2 − 1 + 1 = 𝑛2 = 𝐷𝑖𝑚(𝔼) 

𝕋 et 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴) sont donc supplémentaires dans 𝔼 

 

Or : 

𝑋 = (𝑋 − 2 𝑡𝑟(𝑋) 𝐴) + 2 𝑡𝑟(𝑋)𝐴 

𝑓(𝑋) = (𝑋 − 2 𝑡𝑟(𝑋) 𝐴) 

Avec : 

𝑋 − 2 𝑡𝑟(𝑋) 𝐴  ∈ 𝕋, 2 𝑡𝑟(𝑋)𝐴 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴) 

 

Donc 𝑓 est la projection sur 𝕋 parallèlement à 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴) 

 



6) On a : 

𝑓(𝑓(𝑋)) = 𝑓(𝑋) − 2 𝑡𝑟(𝑓(𝑋))𝐴 

= 𝑋− 2 𝑡𝑟(𝑋) 𝐴 − 2 𝑡𝑟(𝑋− 2 𝑡𝑟(𝑋) 𝐴) 𝐴 

= 𝑋 − 2 𝑡𝑟(𝑋) 𝐴 − 2 𝑡𝑟(𝑋) (1 − 2 𝑡𝑟(𝐴)) 𝐴 

= 𝑋 

Donc 𝑓 est involutive et donc symétrie par rapport à 𝐾𝑒𝑟(𝑓 − 𝐼𝑑) parallèlement à 

𝐾𝑒𝑟(𝑓 + 𝐼𝑑) 

Or : 

𝑋 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓 − 𝐼𝑑)⇔  𝑓(𝑋) = 𝑋⇔−2 𝑡𝑟(𝑋)𝐴 = 0⇔  𝑡𝑟(𝑋) = 0 

Donc : 𝐾𝑒𝑟(𝑓 − 𝐼𝑑) = 𝕋 

Et : 

𝑋 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓 + 𝐼𝑑)⇔  𝑓(𝑋) = −𝑋⇔−2 𝑡𝑟(𝑋)𝐴 = −2 𝑋 ⇔  𝑡𝑟(𝑋)𝐴 = 𝑋 

Donc : 𝐾𝑒𝑟(𝑓 + 𝐼𝑑) ⊂ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴) d’où  0 < 𝐷𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝑓 + 𝐼𝑑)) ≤ 𝐷𝑖𝑚(𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴)) = 1 

Donc : 

𝐾𝑒𝑟(𝑓 + 𝐼𝑑) = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴) 

𝑓 est la symétrie par rapport à 𝕋 parallèlement à 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴) 

 

7) Déterminons les valeurs propres de 𝑓 

𝜆 𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑓 ⇔ ∃ 𝑋 ≠ 0 ∶ 𝑓(𝑋) =  𝜆 𝑋 

Or pour 𝑋 ≠ 0 on a : 

𝑓(𝑋) =  𝜆 𝑋 ⇔  (1 − 𝜆) 𝑋 = 2 𝑡𝑟(𝑋)𝐴 

⇔ {
𝜆 = 1

𝑡𝑟(𝑋) = 0
𝑜𝑢  {

𝜆 ≠ 1
(1 − 𝜆) 𝑋 = 2 𝑡𝑟(𝑋)𝐴

(1 − 𝜆) 𝑡𝑟(𝑋) = 2 𝑡𝑟(𝑋)𝑡𝑟(𝐴)
 

⇔ {
𝜆 = 1

𝑡𝑟(𝑋) = 0
𝑜𝑢  {

𝜆 ≠ 1
𝜆 = 1 − 2 𝑡𝑟(𝐴)

(1 − 𝜆) 𝑋 = 2 𝑡𝑟(𝑋) 𝐴
 



⇔ {
𝜆 = 1

𝑡𝑟(𝑋) = 0
𝑜𝑢  

{
 
 

 
 

𝜆 ≠ 1
𝑡𝑟(𝐴) ≠ 0

𝜆 = 1 − 2 𝑡𝑟(𝐴)

𝑋 =
 𝑡𝑟(𝑋)

𝑡𝑟(𝐴)
 𝐴

 

 

Distinguons deux cas : 

1er cas : 𝑡𝑟(𝐴) = 0 

𝑓  n’admet que 1 pour valeur propre et le sous espace propre associé est 𝕋  de 

dimension strictement inférieure à celle de 𝔼 donc 𝑓 n’est pas diagonalisable 

 

2ème cas : : 𝑡𝑟(𝐴) ≠ 0 

On a : 

𝔼1−2 𝑡𝑟(𝐴) ⊂ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴) 

Et pour 𝑋 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴) : 𝑓(𝑋) = 𝑓(𝑘 𝐴) = 𝑘 𝐴 − 2 𝑘 𝑡𝑟(𝐴)𝐴 =  (1 − 2 𝑡𝑟(𝐴)) 𝑋 

Donc : 

𝔼1−2 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴) 

Ainsi  𝑓 a deux valeurs propres distinctes 1 et 1 − 2 𝑡𝑟(𝐴)  et : 

𝐷𝑖𝑚(𝔼1) + 𝐷𝑖𝑚(𝔼1−2 𝑡𝑟(𝐴)) = 𝐷𝑖𝑚(𝔼) 

Donc 𝑓 est diagonalisable 

 


