
Enoncé 1: 

Soit 𝑨 une matrice carrée d’ordre 𝒏 à termes dans un corps 𝕂 quelconque et diagonalisable, de 

valeurs propres distinctes 𝝀𝟏, 𝝀𝟐, … , 𝝀𝒑. Soit 𝔽 un sous espace vectoriel de l’espace vectoriel 𝕂𝒄𝒐𝒍
𝒏  des 

colonnes à 𝒏 termes dans le corps 𝕂.  

Montrer que 𝔽 est stable par 𝑨 si et seulement si : 

𝔽 = 𝔽 ∩ 𝒌𝒆𝒓(𝑨 − 𝝀𝟏 𝑰𝒏) ⊕ 𝔽 ∩ 𝒌𝒆𝒓(𝑨 − 𝝀𝟐 𝑰𝒏) ⊕ … ⊕ 𝔽 ∩ 𝒌𝒆𝒓(𝑨 − 𝝀𝒑 𝑰𝒏) 

autrement dit si et seulement si 𝔽 est somme de sous espaces des sous espaces propres de 𝑨. 

 

Enoncé 2: 

Soit 𝑨 une matrice carrée d’ordre 𝒏 à termes dans un corps 𝕂 quelconque et diagonalisable et 𝑩 une 

matrice carrée de même ordre.  

1) Montrer que 𝑩 commute avec 𝑨 si et seulement si les sous espaces propres de 𝑨 sont stables par 

𝑩. 

2) En déduire la dimension du commutant 𝑪(𝑨) de 𝑨 c’est-à-dire de l’espace vectoriel formé par les 

matrices qui commutent avec 𝑨 

 

Enoncé 3 : 

Soit 𝑨 une matrice carrée d’ordre 𝒏 à termes dans un corps 𝕂 quelconque et diagonalisable et 𝔽 un 

sous espace vectoriel de 𝕂𝒄𝒐𝒍
𝒏  stable par 𝑨.  

1) Montrer que 𝔽 admet un supplémentaire stable par 𝑨 

2) On considère 

𝑨 = (
𝟎 𝟏
𝟎 𝟎

) 

Montrer que 𝑨 possède un sous espace stable qui n’a pas de supplémentaire stable. 

 

Preuves : 

Enoncé 1 : 

𝐴 étant diagonalisable, on a : 

𝕂𝑐𝑜𝑙
𝑛 = 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆1 𝐼𝑛) ⊕ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆2 𝐼𝑛) ⊕ … ⊕ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆𝑝 𝐼𝑛) 

Soit 𝑋 ∈ 𝕂𝑐𝑜𝑙
𝑛  alors : 

 il existe un unique (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑝) ∈ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆1 𝐼𝑛) × 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆2 𝐼𝑛) × … × 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆𝑝 𝐼𝑛) tel 

que : 

𝑋 = 𝑋1 + 𝑋2, … + 𝑋𝑝 

Alors pour tout 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ ∶ 



∏(𝐴 − 𝜆𝑘 𝐼𝑛)

𝑝

𝑘=1
𝑘≠𝑖

 𝑋 = ∏(𝐴 − 𝜆𝑘 𝐼𝑛)

𝑝

𝑘=1
𝑘≠𝑖

 𝑋𝑖 = ∏(𝜆𝑖 −  𝜆𝑘)

𝑝

𝑘=1
𝑘≠𝑖

 𝑋𝑖  

Ainsi si 𝔽 est stable par 𝐴 et alors : 

∏(𝐴 − 𝜆𝑘  𝐼𝑛)

𝑝

𝑘=1
𝑘≠𝑖

 𝑋 ∈ 𝔽 

Donc : 

∏(𝜆𝑖 −  𝜆𝑘)

𝑝

𝑘=1
𝑘≠𝑖

 𝑋𝑖 ∈ 𝔽 

Or : 

∏(𝜆𝑖 −  𝜆𝑘)

𝑝

𝑘=1
𝑘≠𝑖

≠ 0 

Donc : 

𝑋𝑖 ∈ 𝔽 ∩ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆𝑖 𝐼𝑛) 

Ainsi : 

𝔽 = 𝔽 ∩ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆1 𝐼𝑛) ⊕ 𝔽 ∩ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆2 𝐼𝑛) ⊕ … ⊕ 𝔽 ∩ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆𝑝 𝐼𝑛) 

 

Réciproquement : 

Si : 

𝔽 = 𝔽 ∩ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆1 𝐼𝑛) ⊕ 𝔽 ∩ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆2 𝐼𝑛) ⊕ … ⊕ 𝔽 ∩ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆𝑝 𝐼𝑛) 

Alors si 𝑋 ∈ 𝔽 il se décompose en : 

𝑋 = 𝑋1 + 𝑋2, … + 𝑋𝑝 

où pour tout 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ ∶  𝑋𝑖 ∈ 𝔽 ∩ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆𝑖 𝐼𝑛). Alors : 

𝐴 𝑋 = 𝜆1 𝑋1 + 𝜆2 𝑋2, … + 𝜆𝑝 𝑋𝑝 ∈ 𝔽 

Donc 𝔽 est stable par 𝐴. 

 

Enoncé 2 : 

1) Supposons que 𝐵 commute avec 𝐴. 

Notons 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑝 les valeurs propres distinctes de 𝐴. Alors : 

𝕂𝑐𝑜𝑙
𝑛 = 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆1 𝐼𝑛) ⊕ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆2 𝐼𝑛) ⊕ … ⊕ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆𝑝 𝐼𝑛) 



Soit 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ et  𝑋 ∈ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆𝑖 𝐼𝑛) alors : 

𝐴 𝑋 = 𝜆𝑖 𝑋 

Donc : 

𝐴 (𝐵 𝑋) = 𝐵 (𝐴 𝑋) = 𝐵 (𝜆𝑖 𝑋) = 𝜆𝑖 (𝐵 𝑋) 

D’où : 

𝐵 𝑋 ∈  𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆𝑖 𝐼𝑛) 

Les sous espaces propres de 𝐴 sont donc stables par 𝐵. 

 

Réciproquement, supposons les sous espaces propres de 𝐴 stables par 𝐵. 

Soit 𝑋 ∈  𝕂𝑐𝑜𝑙
𝑛 , on peut le décomposer sur les sous espaces propres de 𝐴 ∶ 

𝑋 = 𝑋1 + 𝑋2, … + 𝑋𝑝 

Et : 

𝐵 𝐴 𝑋 = 𝐵 𝐴 𝑋1 + 𝐵 𝐴 𝑋2, … + 𝐵 𝐴 𝑋𝑝 = 𝜆1 𝐵 𝑋1 + 𝜆2 𝐵 𝑋2, … + 𝜆𝑝 𝐵 𝑋𝑝 

𝐴 𝐵 𝑋 = 𝐴 𝐵 𝑋1 + 𝐴 𝐵 𝑋2, … + 𝐴 𝐵 𝑋𝑝 = 𝜆1 𝐵 𝑋1 + 𝜆2 𝐵 𝑋2, … + 𝜆𝑝 𝐵 𝑋𝑝 

Donc : 

𝐵 𝐴 𝑋 = 𝐴 𝐵 𝑋 

Et : 

𝐵 𝐴 = 𝐴 𝐵 

2) Notons 𝑃 une matrice carrée d’ordre 𝑛 dont les colonnes sont formées avec une base de vecteurs 

propres de 𝐴. Alors 𝐵 commute avec 𝐴 si et seulement si elle est de la forme : 

𝐵 = 𝑃 𝐵′𝑃−1 

où 𝐵′ est une matrice formée de 𝑝 blocs diagonaux 𝐷𝑖 de taille 𝑛𝑖, la dimension de 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆𝑖 𝐼𝑛). 

La dimension du commutant de 𝐴 est donc égale à la somme des nombres de termes des matrices 

𝐷𝑖.  Donc : 

𝑑𝑖𝑚(𝐶(𝐴)) = ∑ 𝑛𝑖
2

𝑝

𝑖=1

 

 

Enoncé 3 : 

1) D’après le résultat de l’énoncé 1 : 

𝔽 = 𝔽 ∩ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆1 𝐼𝑛) ⊕ 𝔽 ∩ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆2 𝐼𝑛) ⊕ … ⊕ 𝔽 ∩ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆𝑝 𝐼𝑛) 

où 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑝 sont les valeurs propres distinctes de 𝐴. 

Pour tout 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ considérons un supplémentaire 𝔼′𝜆𝑖
  de 𝔽 ∩ 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆𝑖 𝐼𝑛) dans 𝑘𝑒𝑟(𝐴 − 𝜆𝑖 𝐼𝑛). 



Alors la somme 𝔼′𝜆1
+ 𝔼′𝜆2

+ ⋯ + 𝔼′𝜆𝑝
 est directe et forme un supplémentaire de 𝔽 dans 𝕂𝑐𝑜𝑙

𝑛  qui 

est stable par 𝐴. 

2) Notons : 

𝐸1 = (
1
0

) , 𝐸2 = (
0
1

) 

Et considérons : 

𝔽 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[𝐸1] 

Alors  

𝐴 𝔽 = {(
0
0

)} 

Donc 𝔽 est stable par 𝐴. 

Supposons par l’absurde qu’il existe un supplémentaire 𝔾 de 𝔽 stable par 𝐴. Alors 𝔾 est de dimension 

1 et si on considère un vecteur 𝑋 non nul de 𝔾 alors le couple (𝐸1, 𝑋) est libre. Posons : 

𝑋 = 𝑎 𝐸1 + 𝑏 𝐸2  

Alors : 

𝐴 𝑋 = 𝑏 𝐸1 

Donc : 

𝐴 𝑋 ∈ 𝔽 

Or 𝔾 étant stable par 𝐴, 𝐴 𝑋 ∈ 𝔾. Donc : 

𝐴 𝑋 = 0 

Et donc : 

𝑏 = 0 

Puis : 

𝑋 ∈ 𝔽 

Ceci est absurde car 𝑋 est non nul. 

 

 

 

 

 


